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A nonna Maria che se n’e’ andata cos´ı ..
.. a Luigi Potenza che ringrazio infinitamente ..
.. e a Simba che ci manca.
It is now my duty to completely drain you.
-Kurt Donald Cobain
Io so. Ma non ho le prove. Non ho nemmeno indizi. Io
so perche´ sono un intellettuale, uno scrittore, che cerca di segui-
re tutto cio´ che succede, di conoscere tutto cio´ che se ne scrive,
di immaginare tutto cio´ che non si sa o che si tace; che coordi-
na fatti anche lontani, che mette insieme i pezzi disorganizzati e
frammentari di un intero coerente quadro politico, che ristabili-
sce la logica la´ dove sembrano regnare l’arbitrarieta´, la follia e il
mistero.
-Pier Paolo Pasolini, Corriere della Sera 14 novembre 1974
L’invenzione della stampa, pero´, rese piu´ semplice manipolare
l’opinione pubblica, un processo al quale diedero ulteriore impulso
il cinema e la televisione.[..] Per la prima volta diveniva possibile
indurre nelle coscienze non solo una cieca obbedienza alla volonta´
dello Stato, ma anche una totale uniformita´ di opinioni.
-George Orwell, 1984
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Capitolo 1
Introduzione
La comprensione della struttura di alcuni tra gli oggetti di interesse astrofi-
sico piu´ rilevante come le stelle di neutroni, non puo´ prescindere dallo studio
della materia nucleare in regime di alte densita´, tipicamente dell’ ordine di
1014 ÷ 1015 g cm−. Da un punto di vista teorico per materia nucleare in-
tendiamo un sistema infinito, omogeneo ed isotropo, costituito da protoni
e neutroni che interagiscono esclusivamente mediante l’interazione nucleare,
trascurando completamente le forze coulombiane agenti tra i protoni. Per
quanto detto, in questo scenario si ha che A ≡ N + Z → ∞ (dove con N
e Z indichiamo rispettivamente il numero totale di neutroni e di protoni) e
V →∞ (con V il volume fisico occupato dal sistema), mantenendo finita in
ogni punto dello spazio la densita´ numerica ρ ≡ A
V
. Nel caso particolare in cui
Z = N = A/2 la materia nucleare si dice simmetrica, asimmetrica altrimenti.
I nuclei atomici, per il ristretto numero di costituenti (A . 240), rientrano
nella categoria dei sistemi nucleari finiti. Al contrario le stelle di neutroni,
contando un numero di circa 1057 barioni costituenti, vengono trattati come
sistemi nucleari infiniti a tutti gli effetti.
Il risultato che catalizza l’interesse di tutti coloro si cimentino in questo
ambito riguarda in special modo l’energia per costituente oppure l’equazione
di stato della materia nucleare. Dunque, ricorrendo all’ausilio di collaudate
tecniche numeriche, si riesce a trovare una relazione tra la densita´ di energia,
o la pressione, e la densita´ delle particelle costituenti, tenendo in debito conto
la fisica che regola i processi all’interno della struttura.
La forma dell’equazione di stato della materia nucleare risulta di cruciale
importanza per la riproduzione teorica di osservabili essenziali riguardanti
le stelle di neutroni, prime tra tutte la massa ed il raggio. D’altro canto il
confronto con i dati osservativi puo´ fornire preziose indicazioni riguardo alla
validita´ dei modelli di interazione nucleare usati nello studio del sistema.
L’oggetto principale di questo lavoro e´ rappresentato da una generaliz-
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zazione della materia nucleare. Abbiamo infatti considerato il caso in cui
oltre ai protoni ed ai neutroni la materia infinita sia costituita da altri ba-
rioni piu´ pesanti dei nucleoni, gli iperoni. Per tale ragione nel caso piu´
generale in cui si consideri materia barionica infinita si usa la denominazione
di materia iperonica. Prendendo in considerazione la diversa natura del-
le nuove particelle presenti, il principale risultato di questa tesi e´ costituito
dall’equazione di stato della materia iperonica funzione della densita´ totale
e delle concentrazioni parziali dei singoli costituenti. Per ricavarla abbiamo
scelto quello che si suole definire un approccio microscopico. Ovvero si arri-
va ad una forma che lega le variabili macroscopiche di densita´ di energia e
di densita´ numerica dei costituenti muovendo da un modello di interazione
barione-barione. Per intenderci, partendo dal microscopico (interazione B-B)
siamo arrivati al macroscopico (equazione di stato). A tale proposito si ri-
corre alla fisica dei sistemi di molti corpi (many body physics) al cui scenario
appartiene la teoria di Brueckner-Bethe-Goldstone (BBG). Grazie ad
essa e´ possibile ricavare l’energia dello stato fondamentale di un sistema di
fermioni mutuamente interagenti scrivendo uno sviluppo perturbativo i cui
termini sono funzione dell’interazione efficace agente tra le particelle consi-
derate, la matrice di Brueckner G. Sara´ nostro compito descrivere il metodo
BBG nel prossimo capitolo mettendo in risalto i risultati importanti che e´
possibile ricavare dalla sua applicazione in quelli successivi.
1.1 Breve introduzione alle stelle di neutroni
Operiamo in questo paragrafo una rapidissima illustrazione che i modelli
attuali ci forniscono della struttura interna delle stelle di neutroni, al fine di
sottolineare l’importanza che lo studio della materia iperonica riveste anche
all’interno di tale contesto.
La composizione degli interni delle stelle di neutroni e´ determinata dalla
condizione di β−stabilita´ che si traduce nelle seguenti relazioni
n− = n+ Neutralita´ di carica (1.1)
b1 → b2 + l + ν¯l , b2 + l→ b1 + νl β-equilibrio (1.2)
in cui b1 e b2 indicano due differenti tipi di barioni, l un leptone, ν¯l e νl rispet-
tivamente l’antineutrino e il neutrino derivanti dai processi deboli illustrati
aventi lo stesso sapore leptonico di l ed infine n+ ed n− le concentrazioni di
tutte le particelle cariche positivamente e negativamente. Nello specifico ci
occupiamo della materia fredda (cold nuclear matter), cioe´ di un sistema a
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temperatura nulla, al fine di escludere ogni genere di contributo alla pressio-
ne interna proveniente dall’agitazione termica dei costituenti.
Secondo alcuni modelli ([2], [4]) lo strato piu´ esterno di una stella di
neutroni, trovandosi a una densita´ dell’ordine di 106 g cm−, risulta ben
descritto da un reticolo cristallino di nuclei (a partire da quelli di 5626Fe) im-
merso in un mare di elettroni (Figura 1.1). La pressione interna necessaria
al mantenimento dell’equilibrio idrostatico e´ assicurata dalla natura dege-
nere della popolazione elettronica che a partire da densita´ pari a circa 107
g cm− (ovvero a profondita´ maggiori) diventa anche relativistica. Proce-
dendo ulteriormente nelle profondita´ della stella ed al crescere dell’energia
di Fermi della componente elettronica, risulta energeticamente conveniente
il processo di cattura elettronica da parte dei protoni del nucleo del reticolo.
Cio´ sposta l’equilibrio della composizione verso reticoli con nuclei piu´ pesan-
ti del ferro e ricchi di neutroni (neutronizzazione) (12038 Sr,
118
36 Kr) immersi in
un mare di elettroni ultrarelativistici. In queste regioni si usa l’equazione di
Baym-Pethick-Sutherland [5] che si ottiene imponendo la seguente forma per
la densita´ di energia di una miscela di nuclei, elettroni e neutroni liberi
ε = n(1− Yn)M(A,Z)
A
+ ε′e(ne) + εn(nn) + εL (1.3)
con n la densita´ totale, Yn la concentrazione dei neutroni, M(A,Z) la mas-
sa dei nuclei data dalla formula semi-empirica ([4]), ε′e la densita´ d’energia
degli elettroni liberi e εn quella dei neutroni; infine εL la correzione coulom-
biana all’energia proveniente dal reticolo. La presenza di εn e´ conseguenza
del fatto che la neutronizzazione della materia non prosegue all’infinito ma
fino ad una densita´ di circa 4· 1011 g cm−. La buca di potenziale che descri-
ve il potenziale generato dal nucleo viene riempita a tal punto che il livello
di Fermi dei neutroni supera il livello di energia zero determinando cosi il
neutron drip o gocciolamento di neutroni. A questo punto la materia conta,
oltre al reticolo nucleare immerso in un mare di elettroni ultrarelativistici,
anche un numero di neutroni che, all’aumentare della densita´ (ovvero della
profodita´), diventa sempre piu´ consistente. I nuclei dunque proseguono nella
loro crescita andando incontro anche a possibili deformazioni (nuclear pasta)
[6], i neutroni liberi invece iniziano a contribuire al computo della pressione
interna totale in modo progressivamente maggiore, superando ad un certo
punto la pressione elettronica. A densita´ dell’ordine di 1014 g cm− i nuclei
non esistono piu´ ormai a fronte di una materia composta il larga parte da
neutroni degeneri relativistici, unici contribuenti di rilevanza della pressione
interna, e da protoni, elettroni e µ−. Gli elettroni sono un gas di Fermi non
interagente, dal momento che l’interazione elettromagnetica in queste con-
dizioni risulta trascurabile. Quando il potenziale chimico elettronico cresce
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Figura 1.1: Struttura “a cipolla” di una stella di neutroni. Immagine tratta
da [3].
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fino al punto da uguagliare la massa a riposo dei muoni (Mµ− = 105.7MeV),
gli elettroni prossimi al livello di Fermi incominciano a decadere in muoni
attraverso il canale debole
e− → µ− + νµ + νe . (1.4)
Proseguendo oltre, verso densita´ maggiori di 1014 g cm−, l’equazione di sta-
to di Baym-Pethick-Sutherland risulta inappropriata. Le distanze interpar-
ticellari, riducendosi verso il centro della struttura in maniera consistente
(r . 2 fm), richiedono una trattazione dello stato della materia che tenga
conto delle interazioni nucleari. Cio´ che abbiamo affrontato in questo lavoro.
1.2 Comparsa di materia strana
A partire da valori di densita´ pari a ρ ∼ 8 × 1014g cm− le previsioni sulla
composizione della materia barionica che si possono fare attraverso i modelli
risultano alquanto incerti. La scelta di uno piuttosto che di un altro model-
lo di interazione forte unita alla presenza di particelle diverse dalla materia
nucleare “convenzionale“ (composta da protoni e neutroni) puo´ portare a si-
gnificative variazioni dell’equazione di stato. Non esistono esperimenti diretti
che ci forniscano informazioni dettagliate sullo stato della materia nucleare in
regime di alte densita´. Tuttavia e´ possibile produrre equazioni di stato che
rispettino delle necessarie restrizioni di carattere osservativo ricavate dallo
studio dei nuclei atomici. Nello specifico:
1. punto di saturazione ”empirico” della materia nucleare simmetrica [7]
ρ ≡ ρ0 = 0.16± 0.02 fm−3 (' 2.8× 1014g cm−3);
E
A
|ρ0= −15.6± 0.2 MeV ;
2. energia di simmetria per materia nucleare al punto si saturazione
Esym(ρ0) = 30± 2 MeV ;
3. modulo di incomprimibilita´ per la materia nucleare simmetrica al punto
di saturazione [8]
K0 = 220± 30 MeV ;
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4. condizione di causalita´, ovvero la richiesta che nella materia nucleare
la velocita´ del suono sia sempre inferiore a quella della luce
cs
c
=
(
dP
d(E/V )
) 1
2
< 1 .
A partire da densita´ pari a circa 2-3 volte quella di saturazione i modelli
indicano la possibilita´ che compaiano barioni piu´ pesanti del protone e del
neutrone [9]. Si aprono nuovi canali come quelli seguenti
e− + n→ Σ− + νe (1.5)
oppure
n+ n→ n+ Λ +K0 (1.6)
che non esauriscono l’ampia gamma di tutte le possibili reazioni. Le parti-
celle Λ e Σ− sono chiamate iperoni. Gli iperoni sono barioni con stranezza
diversa da zero. Il concetto di stranezza fu introdotto per la prima volta
nel 1953 da Gell-Mann, prima di essere formalmente inglobato nel modello a
quark degli adroni, in cui si interpreta con la presenza del quark s (strange).
Gli iperoni Λ e Σ− hanno masse pari a mΛ = 1116 MeV e mΣ− = 1197 MeV e
tempi di decadimento dell’ordine di ∼ 10−10 s. Sono dunque particelle insta-
bili nel vuoto dove i principali canali di decadimento sono rappresentati da
combinazioni di barioni piu´ leggeri e mesoni. Non e´ piu´ cos´ı all’interno delle
stelle di neutroni in cui il regime di alte densita´ spinge l’impulso di Fermi
delle popolazioni fermioniche verso valori molto elevati bloccando di fatto i
decadimenti degli iperoni. In condizioni di equilibrio e´ plausibile attendersi
concentrazioni di specie iperoniche diverse da zero (ρY 6= 0, densita´ degli ipe-
roni). Per tali ragioni uno studio completo della materia barionica in regime
di alte densita´ non puo´ escludere la presenza di queste particelle ed il loro
modo di interagire con il resto dell’ambiente.
A completare questo scenario, come peraltro si deduce dalla (1.6), non
possiamo escludere la presenza di altre particelle al di la delle Λ e dei Σ−,
come ad esempio i K±, K0, pi±, pi0, . . . , oppure i restanti iperoni, quelli
piu´ pesanti, dell’ottetto barionico relativo a J = 1
2
, come i Σ+, Σ0, Ξ0, Ξ−.
Diversi lavori hanno mostrato che questi ultimi dovrebbero comparire intor-
no a valori di densita´ talmente elevati (ρ ∼ 2 × 1015g cm−) (si guardi ad
esempio [10]), che i barioni costituenti sarebbero praticamente a contatto tra
loro perdendo di fatto la loro individualita´. A quel punto si dovrebbe tener
conto della transizione da materia barionica a materia deconfinata, in cui i
gradi di liberta´ dei costituenti coicidono con quelli dei singoli quarks ([12],
[13], [14], [15], [16]). Nello studio dell’equazione di stato tralasceremo sia
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questa eventualita´ che la possibile presenza dei mesoni K e pi, per le quali
rimandiamo il lettore alle relative referenze ([19], [17], [18]).
1.3 Obiettivi
In questi paragrafi introduttivi abbiamo inquadrato l’oggetto della tesi in
uno scenario piu´ ampio ed articolato di quelli che sono gli effettivi confini di
questo lavoro. Lavoro che si concentra prevalentemente sulla scelta dell’e-
quazione di stato volta a descrivere al meglio la materia iperonica alle alte
densita´. Se da un lato essa risulta particolarmente sensibile alla natura delle
particelle che la compongono, dall’altro riveste un ruolo predominante nella
riproduzione teorica di grandezze relative ad alcuni problemi specifici (le os-
servabili delle stelle di neutroni ad esempio).
Facendo variare in maniera arbitraria (senza trattare l’aspetto del β-
equilibrio) le concentrazioni delle sole quattro specie barioniche n, p, Σ−
e Λ troviamo per via numerica la relazione che lega l’energia per barione alla
densita´ numerica della materia iperonica attraverso il metodo di Brueckner-
Hartree-Fock.
Per riassumere, nel Capitolo 2 viene descritto il metodo di Brueckner-
Hartree-Fock a partire dall’equazione dello scattering di Bethe-Goldstone
passando attraverso lo sviluppo di Brueckner-Goldstone dell’energia dello
stato fondamentale (non degenere) di un sistema fermionico. Nel Capitolo
3 esponiamo ed analizziamo i risultati relativi al calcolo microscopico effet-
tuato imponendo alla materia iperonica una concentrazione nulla di iperoni
(ρY = 0, si parla in questo caso di materia nucleonica pura). Nel Capitolo
4 infine trattiamo lo scenario della materia iperonica (ρY 6= 0) discuten-
do i risultati ottenuti relativi ai potenziali di singola particella e alle curve
dell’energia per barione in funzione della densita´.
Capitolo 2
Il metodo di
Brueckner-Hartree-Fock
Il metodo di Brueckner-Hartree-Fock rientra nello scenario delle possibili stra-
tegie utilizzate nello studio dei sistemi di molti corpi come i nuclei atomici o,
come nel nostro caso, la materia nucleare. Questo genere di approccio risul-
ta particolarmente efficace perche´ fornisce una buona descrizione dei sistemi
a molti corpi partendo in maniera naturale dall’interazione barione-barione
ed allo stesso tempo risolvendo il problema della componente repulsiva dello
stesso potenziale nello sviluppo perturbativo dell’energia per particella.
2.1 L’interazione tra barioni
La cromodinamica quantistica (QCD, Quantum ChromoDynamics) studia
le interazioni tra i quarks e i gluoni, i bosoni mediatori dell’interazione for-
te. E´ idea consolidata all’interno della comunita´ scientifica che proprio in
questo scenario risieda l’origine delle interazioni tra barioni. Ad oggi non
esiste una teoria di QCD che riesca a spiegare in modo soddisfacente l’inte-
razione barione-barione. E´ per tale ragione che da diversi decenni sono stati
sviluppati alcuni potenziali che agiscono direttamente tra i gradi di liberta´
barionici, in grado di riprodurre teoricamente dati osservativi riguardanti gli
esperimenti di scattering (come ad esempio gli sfasamenti δ`(E), phase shift,
tra le onde parziali della particella incidente e quella diffusa nel caso di dif-
fusione nucleone-nucleone (NN) ) o le misure delle energie di legame degli
stati legati. Non e´ nostra intenzione affrontare una trattazione dettagliata
del potenziale interbarionico, ma soltanto fornire una rapida illustrazione che
aiuti ad inquadrare meglio l’oggetto principale di questa tesi.
Per un qualsiasi potenziale l’interazione tra i nucleoni (piu´ in generale tra
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barioni) viene schematizzata mediante lo scambio di uno o piu´ mesoni. Per
energie delle due particelle interagenti, calcolate nel sistema di riferimento
del loro centro di massa relativamente basse ( . 350 MeV ), il contributo
determinante proviene dallo scambio di pioni, pi+ , pi−, pi0 (mpi0 ' 135 MeV,
mpi± ' 139.5 MeV [26]). In tali range il potenziale tra nucleoni nello spazio
delle configurazioni si presenta nella forma seguente
vij = v
γ
ij + v
pi
ij + v
2pi
ij + v
SR
ij . (2.1)
vγij e´ la componente elettromagnetica dell’interazione, le restanti si riferiscono
invece alla parte forte. Il contributo predominante proviene dallo scambio
di un solo pione, che inoltre costituisce anche la parte a lungo raggio del
potenziale. Meno intensi e con minori raggi d’azione sono i restanti, sia quello
associato allo scambio di due pioni e sia l’ultimo a corto raggio (SR) che si
ottiene con lo scambio di mesoni piu´ pesanti (η, ρ, ω, σ). Per rendere meglio
l’idea riportiamo di seguito come si presenta nello spazio delle configurazioni
la parte dell’interazione forte mediata dallo scambio di un pione
vpi(~r) =
f 2piNN
4pi
mpi
3
~τ1 · ~τ2
[
Tpi(r)S12 +
(
Ypi(r)− 4pi
m3pi
δ(~r)
)
~σ1 · ~σ2
]
(2.2)
dove fpiNN e´ la costante di accoppiamento pione-nucleone e mpi la massa dei
pioni; aggiungiamo le seguenti relazioni
Ypi(r) =
e−mpir
mpir
(2.3)
Tpi(r) =
(
1 +
3
mpir
+
3
m2pir
2
)
Ypi(r) (2.4)
e la definizione dell’operatore tensoriale
S12 = 3 ~σ1 · rˆ ~σ2 · rˆ − ~σ1 · ~σ2. (2.5)
~σ1 e ~σ2 sono gli spin dei due barioni interagenti, ~r ≡ ~r2 − ~r1 la distanza
relativa ed rˆ ≡ ~r/|~r|. Diversi dati sperimentali, riguardanti in special modo
le energie di legame di nuclei leggeri (A = 3, 4), suggeriscono la necessita´ di
introdurre forze internucleoniche a piu´ corpi (in seguito vedremo che questa
aggiunta risulta necessaria anche per riprodurre il punto di saturazione empi-
rico nel caso di materia nucleare simmetrica). I contributi a quattro, cinque,
etc. corpi si trascurano perche´ progressivamente meno rilevanti. Anche i po-
tenziali a tre corpi si presentano con una forma generale che conta una parte
a ’lungo’ raggio dovuta allo scambio di due o tre pioni ed un core repulsivo
Vijk = V
2pi
ijk + V
3pi
ijk + V
R
ijk (2.6)
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dove invece V 2piijk e V
3pi
ijk rappresentano i canali attrattivi dell’interazione. Al
fine di completare l’illustrazione generale ed essenziale del potenziale nucleare
riportiamo la forma generale della parte repulsiva data da
V Rijk = AR
∑
cyc
T 2pi (rij)T
2
pi (rjk). (2.7)
con AR determinata dal fit dei dati osservativi. In letteratura esistono vari
tipi di potenziali nucleone-nucleone (NN) che fittano con buon accordo i ri-
sultati sperimentali. Tra i molti citiamo quelli usati in questo lavoro di tesi, il
potenziale di Argonne, Av18 ([20]), e quello di Nijmegen, NSC97 ([22]). Co-
me potenziale a tre corpi tra nucleoni abbiamo usato il potenziale di Urbana,
UIX ([25]), che come componente attrattiva a lungo raggio contiene soltan-
to il termine relativo allo scambio di due pioni. Per descrivere l’interazione
nucleone-iperone (NY ) e quella iperone-iperone (Y Y ) esistono in letteratura
due tipi di potenziali che agiscono nei canali NY , il potenziale Julich B ([24])
e sempre quello del gruppo dell’Universita´ di Nijmegen, NSC97e, che, oltre
ai canali NN ([21]) ed NY ([23]), e´ stato aggiornato ([22]) al fine di trattare
tutte le interazioni YY tra gli iperoni appartenenti all’ottetto barionico rela-
tivo a J = 1/2. Con questi ’strumenti’ ci troviamo dunque nella condizione
di studiare completamente la materia iperonica da un punto di vista micro-
scopico inserendo tutte le interazioni relative ai canali di stranezza S = 0
(NN), S = −1 (ΛN , ΣN), S = −2 (ΛΛ, ΛΣ, ΣΣ, ΞN), S = −3 (ΛΞ, ΣΞ)
e infine S = −4 (ΞΞ). In questo lavoro diamo maggiore risalto ai risultati
Barione Massa (MeV) T Tz S
p 938.272 1
2
1
2
0
n 939.565 1
2
−1
2
0
Λ 1115.683 0 0 −1
Σ− 1197.45 1 −1 −1
Σ0 1192.642 1 0 −1
Σ+ 1189.37 1 1 −1
Ξ0 1314.86 1
2
1
2
−2
Ξ− 1321.71 1
2
−1
2
−2
Tabella 2.1: Ottetto barionico relativo a spin 1
2
. [26]
ottenuti con il potenziale di Argonne AV18 piu´ quello a tre corpi di Urbana
per i canali NN , con il potenziale Julich B per il canale NY ed infine con
NSC97e per i canali puramente iperonici Y Y . In ogni caso per descrivere
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l’interazione barione-barione nell’ambito dell’ottetto J = 1
2
possiamo optare
per diverse soluzioni. Una nota a chiusura di questo paragrafo e´ peraltro
doverosa. La messa a punto del potenziale barione-barione nei canali NY
e Y Y risulta particolarmente difficile nonche´ ricca di incertezze legate alla
scarsita´ di dati sperimentali a nostra disposizione. Come abbiamo gia´ anti-
cipato gli iperoni sono particelle instabili nel vuoto. E´ per giunta possibile
ricavare alcune informazioni riguadanti il modo con cui essi interagiscono con
i nucleoni, ad esempio studiando i nuclei contenenti una Λ al posto di un neu-
trone (Λ-ipernuclei). I prodotti della reazione K− +A→ pi− + ΛA, in cui A
indica un generico nucleo di numero di massa A, sono l’ipernucleo ΛA avente
una Λ al posto del neutrone originario e il pi−. Dall’ analisi dello spettro
dei pi− prodotti si puo´ ricavare l’energia della Λ all’interno dell’ipernucleo.
Ripetendo l’esperimento con nuclei di diverso numero di massa si estrapola
per alti valori di A una profondita´ per la buca di potenziale sentita dalla Λ
nell’ipernucleo pari a circa −30 MeV ([38],[39], [41]). Entrambi i potenziali,
quello di Julich e quello di Nijmegen, modellizzano l’interazione attraverso lo
scambio di mesoni. Di NSC97 esistono pero´ 6 diversi potenziali che fittano
tutti ugualmente bene i dati sperimentali di scattering, per tale ragione si
usa distinguerli mediante lettere minuscole (da a ad f) in coda al nome. In
questo lavoro abbiamo usato il potenziale NSC97e.
2.2 L’equazione di Bethe-Goldstone e la ma-
trice di Brueckner
Affrontiamo il problema dello scattering di una coppia di barioni Bi e Bj nel
vuoto aventi rispettivamente momenti pi e pj. L’equazione di Schrodinger
che descrive il processo nel caso non relativistico e´ la seguente
[H0 + V ] |ψ〉 = ²|ψ〉 (2.8)
indicando con
H0 =
p2i
2mi
+
p2j
2mj
(2.9)
l’operatore hamiltoniano per le due particelle libere, V il potenziale di inte-
razione a due corpi, |ψ〉 la funzione d’onda del sistema ed ² la sua energia.
Riscrivendo la (2.8)
[²−H0] |ψ〉 = V |ψ〉 (2.10)
si trova l’equazione integrale per la funzione d’onda di una coppia di barioni
interagenti nel vuoto
|ψ〉 = |φ〉+ 1
²−H0V |ψ〉 (2.11)
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altrimenti nota come equazione di Lippman-Schwinger. |φ〉 e´ la soluzio-
ne per una coppia di barioni non interagenti
H0|φ〉 = ²|φ〉 . (2.12)
A questo punto si definisce la matrice di scattering T nel seguente modo
T |φ〉 ≡ V |ψ〉 (2.13)
mediante la quale riscriviamo la (2.11) cos´ı
T = V + V
1
²−H0T =
= V + V
1
²−H0V + V
1
²−H0V
1
²−H0V + . . . (2.14)
che costituisce uno sviluppo di T in termini dell’operatore a due corpi V .
Si conquista un notevole vantaggio grazie alla (2.14). Infatti mediante tale
definizione le singolarita´ che scaturiscono dal nocciolo fortemente repulsivo
del potenziale barione-barione vengono ’curate’ dalla matrice T (²) che risul-
ta ben definita per ogni valore di ². La matrice T e´ dunque necessaria per
studiare completamente lo scattering di due barioni anche in presenza di un
core fortemente repulsivo.
A questo punto risulta immediato il passare a descrivere lo scattering di
due barioni all’interno di un mezzo nucleare a densita´ fissata. Per sempli-
cita´ consideriamo particelle della stessa specie (ad esempio due nucleoni in
materia nucleare simmetrica). L’hamiltoniano del sistema ora diventa[
H
′
0 +QijV
]
|ψ〉 = ω|ψ〉 (2.15)
in cui vengono introdotti gli operatori che tengono conto della presenza del
mezzo esterno
H
′
0 ≡
p2i
2mi
+ U(pi) +
p2j
2mj
+ U(pj) (2.16)
con U(p) il potenziale medio generato dal mezzo nucleare sentito dai barioni
scatteranti e l’operatore di Pauli dato da
Qij ≡ |i, j〉〈i, j|+
∑
a,b
|a, b〉Q〈a, b| (2.17)
Q =
{
0 se ka ∧ kb < kF
1 se ka ∧ kb > kF
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che preclude alle particelle scatterate di ritrovarsi al di sotto del loro mare di
Fermi kF . Le funzioni d’onda del sistema dei due barioni |i, j〉 costituiscono
un set ortonormale completo. Ponendoci nel caso semplice ma facilmente
generalizzabile, di materia barionica fredda, T = 0 (temperatura nulla), l’o-
peratore Q evita che a urto avvenuto alcuno dei due momenti delle particelle
coinvolte cada al di sotto del mare di Fermi, essendo gli stati gia´ tutti oc-
cupati. Il mezzo esterno dunque agisce sulla coppia di barioni scatteranti in
due modi, attraverso il potenziale di singola particella U(p) e attraverso l’o-
peratore di Pauli. A questo punto, analogamente all’equazione di Lippmann-
Schwinger, possiamo scrivere una equazione integrale per la funzione d’onda
correlata dello scattering di due barioni in un mezzo nucleare
|ψ〉 = |φ〉+ Qij
ω −H ′0
V |ψ〉 (2.18)
conosciuta come equazione di Bethe-Goldstone, in cui la funzione d’onda
libera e´ adesso soluzione della
H
′
0|φ〉 = ω0|φ〉 = (Ei + Ej)|φ〉 . (2.19)
Detto cio´ siamo arrivati al punto cruciale della nostra trattazione. Introdot-
ta la matrice T mediante la (2.14), definiamo la matrice di Brueckner
mediante la seguente espressione
G ≡ V + V Qij
ω −H ′0
G =
= V + V
Qij
ω −H ′0
V + V
Qij
ω −H ′0
V
Qij
ω −H ′0
V + . . . (2.20)
Essa e´ di fondamentale importanza perche´ costituisce il tramite essenziale
tra una coppia correlata di barioni all’interno di un mezzo nucleare ed il
mezzo stesso. La matrice G infatti, se da un lato rappresenta il potenziale a
due corpi efficace, ben definita per ogni valore di ω, dall’altro conserva in se´,
attraverso l’operatore di Pauli e del potenziale di singola particella, informa-
zioni dell’ambiente esterno. Questo approccio e´ conosciuto come modello a
coppie indipendenti, dal momento che si fonda su una descrizione molto
accurata della dinamica di una coppia di barioni interagenti tra loro trascu-
rando tutte le azioni dei restanti barioni tra di loro e con la coppia in que-
stione. Esso si contrappone al modello a particelle indipendenti per cui ad
ogni costituente corrisponde una funzione d’onda di singola particella grazie
alle quali si costruisce la funzione d’onda dello stato fondamentale dell’intero
sistema mediante il determinante di Slater. Su quest’ultimo modello si basa-
no alcune descrizioni come il modello a shell e l’approccio di Hartree-Fock,
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che pero´ mostrano problemi insormontabili nel trattare la componente repul-
siva dell’interazione barione-barione. Per valori di ω maggiori delle energie
di Fermi degli stati intermedi |a〉 e |b〉 il termine (ω − H ′0)−1 puo´ diventare
singolare. Per tale ragione nel denominatore energetico si aggiunge la quan-
tita´ iη che rende la matrice G complessa.
A questo punto e´ nostro compito capire l’origine del potenziale di singola
particella, ovvero come si ricava, e trovare una soluzione autoconsistente sia
per esso che per la matrice di Brueckner.
2.3 Sistemi di molti corpi
2.3.1 Sviluppo di Goldstone
Immaginiamo di avere un sistema di A particelle identiche obbedienti alla
statistica di Fermi-Dirac descritto dal seguente hamiltoniano
H =
A∑
i
Ti +
A∑
i<j
Vij (2.21)
in cui si ndica con Ti l’operatore di energia cinetica della particella i-esima e
con Vij il potenziale a due corpi agente tra le particelle i e j.
Aggiungiamo e sottraiamo un potenziale di singola particella (un opera-
tore ad un corpo dunque) di forma arbitraria, spezzando l’hamiltoniano del
sistema in due contributi distinti
H0 =
A∑
i
(Ti + Ui) (2.22)
H1 =
A∑
i<j
Vij −
A∑
i
Ui , (2.23)
indicando con H0 la parte imperturbata mentre con H1 la perturbazione. La
scelta del potenziale di singola particella ovviamente non influenza il risul-
tato finale, ma, come vedremo, puo´ essere determinante per una piu´ rapida
convergenza dello sviluppo dell’energia in termini della perturbazione H1. La
funzione del sistema imperturbato e’ soluzione della seguente equazione
H0|Φ〉 = E0|Φ〉 . (2.24)
|Φ〉 e´ la funzione d’onda scorrelata dell’intero sistema, ottenuta mediante il
determinante di Slater delle funzioni d’onda libere di ogni singola particella
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|αi〉 soluzioni delle A equazioni
(Ti + Ui)|αi〉 = Ei|αi〉 (2.25)
con
E0 =
∑
i6A
Ei =
∑
i6A
〈αi|Ti + Ui|αi〉 (2.26)
La funzione d’onda esatta dello stato fondamentale del sistema e´ invece quella
correlata |Ψ〉, soluzione della
H|Ψ〉 = E|Ψ〉 , (2.27)
legata alla funzione d’onda scorrelata dalla relazione tra le energie
E = E0 +∆E . (2.28)
La nostra attenzione e´ a questo punto tutta concentrata su ∆E. La teo-
ria perturbativa ci fornisce uno sviluppo in termini di H1 ([27], [28]) che
riportiamo di seguito fino al terzo ordine
∆E = 〈Φ|H1|Φ〉+ 〈Φ|H1 P
E0 −H0H1|Φ〉+
+ 〈Φ|H1 P
E0 −H0H1
P
E0 −H0H1|Φ〉
− 〈Φ|H1|Φ〉〈Φ|H1 P
(E0 −H0)2H1|Φ〉 , (2.29)
in cui abbiamo usato l’operatore di proiezione P
P = 1− |Φ〉〈Φ| (2.30)
il quale evita che lo stato fondamentale, quello costruito col determinante
di Slater delle onde libere di singola particella, entri in alcuno degli stadi
intermedi dello sviluppo. Goldstone in un lavoro del 1957 ([29]) per primo ha
studiato nel dettaglio questo problema arrivando ad una forma piu´ compatta
della (2.29), alleggerita di tutti quei termini della serie che sommati tra loro
si annullano. Lo sviluppo di Goldstone risulta dunque essere
∆E = 〈Φ|H1
∞∑
n=0
[
1− |Φ〉〈Φ|
E0 −H0 H1
]n
|Φ〉` (2.31)
dove ` sta per linked diagrams, ovvero diagrammi connessi, e n ∈ N. Per
capire meglio quanto appena scritto introduciamo brevemente la rappresen-
tazione diagrammatica che Goldstone ha scelto per descrivere le particelle
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nel mezzo nucleare e le interazioni che avvengono all’interno di esso.
Per ogni diagramma vale la convenzione che il tempo scorre dal basso
verso l’alto cos´ı come, in maniera del tutto speculare, gli elementi di matrice
associati ad una particolare transizione si leggono da destra verso sinistra.
Una freccia che punta verso il basso rappresenta una buca, o una lacuna, al
di sotto del mare di Fermi mentre una particella che si trova al di sopra dello
stesso viene rappresentata da una freccia rivolta verso l’alto. Il potenziale
di interazione V a due corpi viene rappresentato con una linea tratteggiata
che unisce le estremita´ di due linee-particella/buca; il potenziale di singola
particella figura invece sempre come una linea tratteggiata avente ad una
delle estremita´ una croce, la quale a sua volta indica la sua azione su un solo
barione alla volta. In Figura 2.1, come esempio, rappresentiamo nei riquadri
a) e b) rispettivamente i seguenti stati ottenuti con l’azione di U e V
〈k′|U |k〉a+k′ak|Φ〉 〈rs|V |lm〉a+r a+s amal|Φ〉 (2.32)
con
〈k′|U |k〉 ≡
∫
φ∗k′(τ1)Uφk(τ1)dτ1 (2.33)
〈rs|V |lm〉 ≡
∫
φ∗r(τ1)φ
∗
s(τ2)V φl(τ1)φm(τ2)dτ1dτ2. (2.34)
che risultano riscrivendo l’equazione di Schrodinger mediante il metodo del-
la seconda quantizzazione; le φi rappresentano le funzioni d’onda di singola
particella. Gli operatori a+j e aj sono gli operatori fermionici di creazione ed
annichilazione che agiscono sullo stato del sistema di fermioni. Essi, rispetti-
vamente, creano una particella nello stato j-esimo e ne distruggono un’altra
nello stesso stato. A voler essere piu´ chiari essi agiscono nel seguente modo
a+|0〉 = |1〉 a+|1〉 = 0 a|1〉 = |0〉 a|0〉 = 0 (2.35)
dove con |0〉 indichiamo lo stato di vuoto, quello contenente nessuna parti-
cella, con |1〉 uno stato occupato. I suddetti operatori mostrano di sottostare
alle seguenti relazioni coinvolgenti l’operatore di anticommutazione{
ar, a
+
s
}
= δrs (2.36)
{ar, as} =
{
a+r , a
+
s
}
= 0 (2.37)
Dal momento che le precedenti espressioni sono legate agli operatori U e V ,
nel formalismo della seconda quantizzazione si scrivono nel seguente modo
A∑
k
Uk =
∑
kk′
〈k′|U |k〉a+k′ak (2.38)
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Figura 2.1: Rappresentazione grafica di elementi di matrici degli operatori
V ed U
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Figura 2.2: Sviluppo di Goldstone troncato al primo ordine.
A∑
l,m
Vlm =
1
2
∑
rslm
〈rs|V |lm〉a+r a+s amal . (2.39)
in cui il termine 1
2
si rende necessario per non conteggiare due volte lo stesso
elemento di matrice proveniente dallo scambio simultaneo dei barioni r-s e
l-m presenti nella sommatoria. A questo punto possiamo scrivere l’espres-
sione completa di H1 e ritornare all’equazione (2.31) mediante la seguente
espressione
H1 =
1
2
∑
rslm
〈rs|V |lm〉a+r a+s amal −
∑
kk′
〈k′|U |k〉a+k′ak. (2.40)
Lo sviluppo dell’energia di legame troncato al termine di primo ordine (n = 0)
risulta essere dunque
E − E0 ' 〈Φ|H1|Φ〉 =
1
2
〈Φ|
∑
rslm
〈rs|V |lm〉a+r a+s amal|Φ〉 − 〈Φ|
∑
kk′
〈k′|U |k〉a+k′ak|Φ〉 (2.41)
Usando le proprieta´ degli operatori aj e a
+
j (2.36) e (2.37) la (2.41) diventa
E − E0 = 1
2
∑
lm<A
〈lm|V |lm〉 − 1
2
∑
lm<A
〈lm|V |ml〉 −
∑
k<A
〈k|U |k〉. (2.42)
in cui si puo´ notare la sommatoria limitata ai soli indici m ed l ed al disotto
del mare di Fermi. Ogni termine dell’equazione precedente rappresenta un
contributo del primo ordine all’energia di legame del sistema. Dopo aver
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Figura 2.3: Alcuni dei diagrammi di secondo ordine dello sviluppo di
Goldstone.
introdotto la notazione necessaria per rappresentare graficamente le varie in-
terazioni, traduciamo la (2.42) in termini di diagrammi di Goldstone nella
Figura 2.2. Sono anche detti diagrammi del primo ordine perche´ ottenuti
mediante una sola applicazione dell’operatore H1.
Proseguendo nello sviluppo passiamo ad analizzare i termini di second’or-
dine. Applicando l’operatoreH1 allo stato fondamentale del sistema si ottiene
una funzione d’onda relativa ad un determinante di Slater diverso dal pre-
cedente. La successiva applicazione dell’operatore di Pauli assicura che alla
nuova funzione contribuiscano barioni i cui momenti cadano al di sopra del
mare di Fermi del sistema. Il passo successivo riguarda l’applicazione del-
l’operatore (E0 −H0)−1, che, applicato al nuovo stato, da come risultato il
reciproco della differenza tra le energie di singola particella degli stati iniziali
e quelli intermedi. La successiva applicazione di H1 riporta il sistema nello
stato di partenza |Φ〉. Mostriamo in Figura 2.3 alcuni contributi del secondo
ordine. Ad esempio l’espressione analitica relativa al diagramma a) e´
−1
2
∑
a,b>A
l,m<A
〈lm|V |ab〉 1
Ea + Eb − El − Em 〈ab|V |lm〉.
mentre il diagramma c) apporta allo sviluppo contributo nullo perche´ nello
stadio intermedio non viene conservato l’impulso totale (infatti |ka| > kF
mentre |kl| < kF ).
Dopo aver spiegato l’origine del fattore 1
2
a moltiplicare i termini conte-
nenti V , e´ bene conoscere alcune regole di calcolo che rendono piu´ agevole
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la valutazione numerica dei termini energetici dello sviluppo, soprattutto
quando al crescere dell’ordine quest’operazione diventa particolarmente dif-
ficile. La prima e´ che il denominatore energetico viene valutato come la
somma delle energie di particella meno la somma di quelle di buca. Essen-
do pero´ presente nello sviluppo l’operatore (E0 − H0)−1, esso contribuisce
attraverso un fattore (−1)e, dove con e si indica il numero totale di de-
nominatori presenti nel termine specifico da valutare. La seconda invece
e´ direttamente legata alle proprieta´ degli operatori di creazione e di anni-
chilazione (2.36) e (2.37) da cui discende un ulteriore fattore moltiplicati-
vo pari a (−1)h+l+u, in cui h sta per il numero delle linee di buca, l per
il numero di loop ed u per quello delle interazioni U presenti nel termine
in esame. Mettendo tutto insieme si ottiene che ogni contributo dello svi-
luppo pesera´ il proprio apporto attraverso un fattore moltiplicativo pari a
(−1)h+l+u+e. Ad esempio per il diagramma a) della Figura 2.3 scriviamo a
proposito (e = 1)+(u = 0)+(l = 2)+(h = 2) = 5⇒ (−1)5 = (−1). Per una
trattazione completa e dettagliata delle tecniche di calcolo dello sviluppo di
Goldstone si consulti il bellissimo articolo di Day [28]. E´ facilmente intuibile
d’altro canto che e´ sempre crescente il numero delle possibili combinazioni
realizzabili con gli operatori V e U all’aumentare dell’ordine dello sviluppo.
In piu´ dal terzo ordine in poi diventa possibile realizzare diagrammi sconnessi
(diagrammi che e´ possibile tagliare con una traccia verticale senza interse-
care alcuna linea di particella o buca o di interazione), ma come anticipato
in precedenza, Goldstone, arrivando alla (2.31), ha dimostrato che i relativi
contributi si annullano a vicenda.
A titolo d’esempio riportiamo lo sviluppo dell’energia del sistema troncato
al termine di prim’ordine
E ' E0 +∆E1st = E0 + 〈Φ|H1|Φ〉 =
=
∑
k≤A
〈k|T |k〉+
∑
k≤A
〈k|U |k〉+ 1
2
∑
lm≤A
〈lm|V |lm〉+
− 1
2
∑
lm≤A
〈lm|V |ml〉 −
∑
k≤A
〈k|U |k〉 =
=
∑
k≤A
〈k|T |k〉+ 1
2
∑
lm≤A
〈lm|V |lm〉 − 1
2
∑
lm≤A
〈lm|V |ml〉 =
≡
∑
k≤A
〈k|T |k〉+ 1
2
∑
lm≤A
〈lm|V |lm〉A .
(2.43)
Notiamo l’assenza dei contributi provenienti dal potenziale di singola parti-
cella U e la definizione di un elemento di matrice comune
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Figura 2.4: Matrice di Brueckner.
∑
lm≤A
〈lm|V |lm〉 −
∑
lm≤A
〈lm|V |ml〉 ≡
∑
lm≤A
〈lm|V |lm〉A. (2.44)
2.3.2 Sviluppo di Brueckner-Goldstone
Lo sviluppo di Goldstone ci fornisce un’espressione per l’energia di un sistema
di fermioni interagenti tra loro. Purtroppo posto in questa forma presenta
nel caso nucleare non pochi problemi. Infatti data la forte azione del core
repulsivo di V alle piccole distanze, la convergenza e´ di fatto mai realizzata
sia nel caso di soft core (Vcore < +∞) ed a maggior ragione in quello di
hard core (Vcore → +∞). In tali condizioni il carattere perturbativo dello
sviluppo diviene privo di fondatezza. L’aggiramento di tale scoglio si realizza
in modo efficace mediante l’uso della matrice di Brueckner (2.20) all’interno
dello stesso sviluppo (Figura 2.4). La procedura che porta all’utilizzo della
matrice di Brueckner nello studio di sistemi di molti corpi poggia su un
opportuno rimaneggiamento dei termini dello sviluppo per cui diagrammi
corrispondenti a diversi ordini in V , appartenenti ad una precisa sottoclasse
di essi, vengono sommati tra loro. Questa selezione viene operata nell’ambito
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Figura 2.5: Un esempio di matrice G(ω) calcolte off energy shell [28].
dei cos´ı detti ’diagrammi a scala’ (ladder diagrams), ovvero si sommano tra
loro tutti quegli elementi dello sviluppo di Goldstone che formano una serie
infinita ed ininterrotta di interazioni V in successione. E´ importante ribadire
che una scala di V e´ tale soltanto se tra i due estremi di essa (dunque tra la
prima e l’ultima V ) non vi sono altre interazioni (ad esclusione ovviamente
di quelle in successione costituenti la scala) e se tutti gli stati intermedi sono
di particella. A voler essere piu´ chiari riferiamoci alla Figura 2.5. Quello che
distingue i tre diagrammi rappresentati nei riquadri a), b) e c) e´ il numero
crescente di interazioni V nella parte destra di ognuno di essi: e´ questo cio´
che si intende per scala di interazioni V . Essendo la parte restante, quella di
sinistra, identica per tutti e tre, il contributo energetico di ciascun diagramma
sara´ dato da un fattore comune e da altri caratteristici di ognuno, che per
ogni elemento considerato sono rappresentati dalle seguenti espressioni
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Figura 2.6: Sostituzione di diagrammi a scala con la matrice G(ω), con
ω = Em + El [28].
〈cn|V |bn〉 (2.45a)
−
∑
d,e>A
〈cn|V |de〉(Ed + Ee − ω)−1〈de|V |bn〉 (2.45b)
+
∑
d,e,f,g>A
〈cn|V |de〉(Ed + Ee − ω)−1〈de|V |fg〉(Ef + Eg − ω)−1〈fg|V |bn〉
(2.45c)
in cui si ha ω = Em + El + En − Ea, la starting energy della scala. I
denominatori energetici vengono valutati tenendo a mente quanto detto nel
paragrafo precedente, ovvero come la somma delle energie di particella meno
la somma delle energie di buca. La somma degli infiniti termini della scala
a partire da quelli relativi ai contributi energetici nelle (2.45) rappresenta
proprio la serie mediante la quale e´ definita la matrice di Brueckner G(ω)
G(ω) = V − V Q
e(ω)
V + V
Q
e(ω)
V
Q
e(ω)
V − . . . (2.46)
rendendo percio´ di fatto legittima la sostituzione dell’infinita scala di inte-
razioni V con una linea ondulata rappresentante appunto G(ω) (Figura 2.5
d)). Un esempio analogo e´ riportato in Figura 2.6. Seguendo esattamente
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Figura 2.7: Diagrammi relativi a termini del primo ordine dello sviluppo di
Brueckner-Goldstone [28].
.
il procedimento appena illustrato si arriva a sostituire la somma di tutti gli
infiniti diagrammi costituenti la scala di interazioni V nella parte inferiore
di ciascuno (a), b) e c) i primi tre) con quello contenente la sola interazione
G(ω) (d)). Nel valutare i denominatori energetici, isolando come in prece-
denza le energie delle particelle uscenti dalla somma delle energie iniziali, si
trova che in questo caso ω = Em + El.
Per ricapitolare, in Figura 2.5 abbiamo sostituito una serie infinita di dia-
grammi con uno contenente G(ω = Em+El+En−Ea) mentre in Figura 2.6
con uno contenente G(ω = Em + El). Dai riquadri d) delle due precedenti
illustrazioni notiamo che la prima G agisce tra lo stato |bn〉 e lo stato |cn〉
mentre la seconda tra |ml〉 e |ba〉. Quando la starting energy coincide con la
somma delle energie delle particelle entranti o uscenti si dice che e´ calcolata
on energy shell, altrimenti off energy shell. Pertanto possiamo concludere
che la matrice G(ω) introdotta in Figura 2.5 e´ off energy shell mentre quella
di Figura 2.6 e´ on energy shell.
Sommando cos´ı tutti i diagrammi a scala relativi ad ogni ordine in V pre-
senti nello sviluppo di Goldstone, si ottiene una riorganizzazione dello stesso
in potenze di G (Figura 2.7). Come gia´ sottolineato in occasione della sua
introduzione, la matrice di Brueckner e´ una quantita´ ben definita anche in
presenza di un forte nocciolo repulsivo dell’interazione V rendendo cos´ı tutti
i termini della serie rimaneggiata quantita´ finite e di ragionevole entita´. In
letteratura quello in potenze di G e´ indicato come sviluppo di Brueckner-
Goldstone (BG).
Un invito all’accortezza nel sommare tra loro gli infiniti termini costi-
tuenti una scala di V e´ peraltro necessario. Nel passare dallo sviluppo di
Goldstone a quello di Brueckner-Goldstone se sostituissimo ciecamente, in
modo automatico, tutti i V Ã G, potremmo generare dei contributi ener-
getici ridondanti, ovvero conteggiare, erroneamente, lo stesso termine piu´ di
una volta. Per meglio intenderci, prendendo ancora in prestito grafici assai
esemplificatrici presentati nel lavoro di Day, mostriamo un esempio di questo
caso in Figura 2.8 ed in Figura 2.9. Il contributo legato al diagramma a scala
di Figura 2.8 puo´ essere considerato come il termine di secondo ordine in V
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Figura 2.8: Un grafico del terzo ordine in V [28].
.
(a) Diagramma ridondante. (b) Diagramma irriducibile.
Figura 2.9: Possibili diagrammi contenenti G derivati dalla somma di
diagrammi a scala del tipo presentato in Figura 2.8[28].
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Figura 2.10: Alcuni diagrammi del terzo ordine dello sviluppo di Brueckner-
Goldstone [35].
.
della scala di interazioni V necessarie per costruire la prima interazione G
della Figura 2.9 a) in alto e di primo ordine per la costruzione della matri-
ce G immediatamente seguente sempre nella stessa figura. Ma in maniera
equivalentemente legittima possiamo pensarlo come contributo di primo or-
dine in V per la prima G e di secondo per la successiva. Se dunque nello
sviluppo di Brueckner-Bethe-Goldstone si considerasse il grafico nel riquadro
a) della Figura 2.9 piuttosto che, correttamente, quello contenuto nel riqua-
dro b), il diagramma rappresentato in Figura 2.8 verrebbe conteggiato due
volte inficiando la correttezza del risultato finale. Il contributo di Figura 2.8
appartiene ad una sola scala di interazioni V . Per tale ragione nello sviluppo
di Brueckner-Goldstone non esistono elementi del secondo ordine in G.
2.4 L’approssimazione di Brueckner-Hartree-
Fock
Scritto lo sviluppo di Brueckner-Goldstone in potenze di G , nulla ancora e´
stato detto riguardo alla sua convergenza e riguardo alla scelta del potenziale
di singola particella U introdotto nell’equazione di Schrodinger per il siste-
ma barionico e presente come interazione ad un corpo nei diagrammi dello
sviluppo stesso (uno ad esempio e´ quello di Figura 2.7 c)). I due problemi
in realta´ sono connessi tra loro come cercheremo di chiarire in questo breve
paragrafo. In ogni caso una discussione piu´ dettagliata di quanto stiamo per
presentare si trova consultando l’articolo di Day ([28]) ed i lavori di Rajara-
man e Bethe ([34], [35]).
Iniziamo con il problema della convergenza dello sviluppo di Brueckner-
Goldstone. Se la serie espressa in termini di potenze di G fosse convergente,
dovremmo aspettarci che il contributo energetico legato al diagramma di n-
esimo ordine contribuisca in termini assoluti piu´ di quello relativo all’ordine
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Figura 2.11: Alcuni diagrammi del quarto ordine dello sviluppo di Brueckner-
Goldstone [35].
.
(n+1); e che questo a sua volta conti piu´ di quello relativo all’ordine (n+2)-
esimo e cos´ı via. Riferiamoci ai diagrammi della Figura 2.10 e della Figura
2.11, in cui vengono riportati rispettivamente alcuni diagrammi relativi al
terzo ed al quarto ordine in G. Nel lavoro del 1967 [35], Bethe e Rajaraman
hanno calcolato il rapporto tra i contributi energetici dei diagrammi 2.11 a)
e 2.10 b) e quello tra i diagrammi 2.11 b) e 2.10 b) trovando che
Diagramma 2.11 a)
Diagramma 2.10 b)
' 1/7 (2.47)
Diagramma 2.11 b)
Diagramma 2.10 b)
= −1 . (2.48)
La differenza tra i due rapporti e´ legata al numero di linee di buca indi-
pendenti presenti nei quattro diagrammi considerati. Infatti i diagrammi di
Figura 2.11 pur contando lo stesso numero di interazioni G hanno rispettiva-
mente 4 e 3 linee di buca indipendenti rispettivamente in a) e in b), mentre i
diagrammi del terzo ordine in G contano entrambi lo stesso numero di buche
indipendenti. In particolare la (2.48) ci mostra che i contributi relativi a
diagrammi con un numero diverso di interazioni G pesano allo stesso modo.
Day [28] ha generalizzato questo risultato (Figura 2.12) mostrando che per
ogni linea di buca indipendente in piu´ inserita all’interno di un generico dia-
gramma dello sviluppo di Brueckner-Goldstone, il contributo energetico ad
esso relativo viene diminuito di un fattore pari a
∼ 4pic3ρ = 3
(
c
r0
)3
. (2.49)
c e´ il raggio medio d’azione del nocciolo repulsivo del potenziale ed r0 la
distanza interparticellare media, legata alla densita numerica ρ−1 = 4
3
pir30.
Per avere una stima quantitativa poniamo ρ = 0.17 fm−3 → r0 = 1.12 fm
e c = 0.4 fm, trovando che 3 (c/r0)
3 ' 1/7 come nella (2.47). Dunque
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Figura 2.12: a) Schematizzazione di un generico diagramma dello sviluppo
di Brueckner-Goldstone. b) Lo stesso diagramma con una interazione G in
piu´ ed una linea di buca in piu´ [28].
.
l’inserimento di una interazione G in piu´, se almeno una delle due linee tra le
quali essa agisce non e´ una buca, non cambia la situazione precedente. Cio´
implica che la serie di Brueckner-Goldstone, espressa in termini di potenze di
G, non converge. Per assicurare la convergenza bisogna che ogni termine dello
sviluppo sia invece ottenuto raggruppando in se tutti i diagrammi contenenti
lo stesso numero di buche indipendenti. Indicando con Dh il contributo
energetico relativo ai diagrammi contenenti h buche indipendenti possiamo
riscrivere la serie nella forma seguente
E = E0 +D1 +D2 +D3 +D4 + ..+Dh + .... (2.50)
Questo ulteriore e definitivo rimaneggiamento prende il nome di sviluppo
di Brueckner-Bethe-Goldstone (BBG), oppure sviluppo hole-line.
Qualche precisazione prima di proseguire oltre. La richiesta di indipen-
denza delle linee di buca e´ necessaria dal momento che per ogni interazione
la conservazione del momento totale permette sempre di scrivere il momento
di una linea di buca in funzione di quelli delle altre tre. Ad esempio in Figura
2.13 le linee di buca indipendenti sono tre e non quattro. Il secondo appunto
serve a far notare che lo sviluppo hole-line e´ uno sviluppo in potenze della
densita´ della materia (r−30 ∼ ρ) e la sua convergenza e´ assicurata proprio
dalla piccolezza del raggio del core repulsivo c rispetto alla distanza inter-
particellare media r0 che a sua volta e´ legata alla densita´ del mezzo. Per
grandi valori della densita´ (r0 piccole) il fattore (2.49) cresce, aumentando
di conseguenza il contributo relativo ai termini di ordine via via piu´ grande.
Infine non possiamo mancare di notare che i primi due termini dello sviluppo
D1 e D2 coincidono rispettivamente con la Figura 2.7 c) e con le restanti a) e
b) della stessa. Sui restanti termini dello sviluppo diremo a breve dopo aver
32 CAPITOLO 2. IL METODO DI BRUECKNER-HARTREE-FOCK
Figura 2.13: Conservazione del momento totale K = ka + kb = kl + km.
discusso della scelta del potenziale di singola particella.
Da un punto di vista fisico una scelta opportuna di U mira a rendere
il piu´ piccolo possibile il termine perturbativo H1 per accelerare la conver-
genza dello sviluppo energetico. In linguaggio diagrammatico cio´ si realizza
scegliendo U in modo tale che i diagrammi dello sviluppo hole-line che lo
contengono siano in grado di cancellare nella somma alcuni diagrammi rela-
tivi ad ordini piu´ alti. Limitatamente ai momenti km al di sotto del mare di
Fermi ed in analogia con il potenziale di Hartree-Fock relativo ad un generi-
co sistema di particelle finito, definiamo il potenziale di singola particella di
Brueckner-Hartree-Fock mediante la matrice G(ω) nel seguente modo
UBHF (km) ≡
∑
n≤A
〈mn|G(ω)|mn〉A . (2.51)
in cui il pedice A tiene conto del termine di scambio definito in preceden-
za. Gia´ questa scelta fa si che la somma dei tre diagrammi di Figura 2.16
sia nulla, avendo tutti in comune tra loro la parte sinistra delle rispetti-
ve rappresentazioni. A questo punto sorge un problema. U oltre che da
km e kn dipende anche da ω. Calcolando i denominatori energetici dei
diagrammi della Figura 2.16 si trova che per la seconda interazione G(ω)
ω = Em + En − (Ea + Eb − El − Em) 6= Em + En, ovvero la matrice G
usata nella definizione del potenziale di BHF, utile alla cancellazione dei due
diagrammi di Figura 2.16, e´ calcolata off energy shell. Ma U(km) e´ una
funzione ben definita di km, dunque vorremmo che essa dipendesse soltanto
dagli stati m ed n mediante i quali e´ definita. Ci giunge dunque in soccorso
un elemento nuovo che riguarda un risultato importante che esporremo con-
cisamente senza dimostrare: il teorema di BBP (Bethe-Brandon-Petschen).
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Figura 2.14: D1
Figura 2.15: D2
Figura 2.16: Scegliendo il potenziale di Brueckner-Hartree-Fock il grafico c)
annulla nella sommatoria i termini b) ed a) [28].
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Figura 2.17: Alcuni dei diagrammi con tre linee di buca indipendenti che
sommati danno il diagramma di Figura 2.18 c) (Teorema di Bethe-Brandon-
Petschen) [28].
Figura 2.18: Lo stesso diagramma di Figura 2.16 a) calcolato on energy shell
[28].
Grazie ad esso infatti si dimostra che la somma di tutti i diagrammi con
tre buche indipendenti come quelli raffigurati in Figura 2.17 e´ equivalente
al diagramma riportato in Figura 2.18. Esso e´ lo stesso di Figura 2.16 a)
ma con la seconda matrice G sulla destra calcolata on energy shell, ovvero
ponendo ω = km + kn. Ritornando alla definizione precedente e specificando
questa volta il valore desiderato per la starting energy, scriviamo l’espressione
definitiva del potenziale di Brueckner-Hartree-Fock per k < kF
UBHF (km) ≡
∑
n≤A
〈mn|G(ω = Em + En)|mn〉A . (2.52)
grazie al quale riusciamo ad assorbire un’ampia classe di diagrammi relativi
a tre buche, parte dei quali sono riportati in Figura 2.16 e 2.17.
Senza addentrarci ulteriormente nella trattazione di questa classe di dia-
grammi concludiamo dicendo che quelli appena mostrati non esauriscono
l’ampia gamma di diagrammi con tre buche indipendenti che e´ possibile rea-
lizzare. La valutazione dei contributi energetici ad essi relativi implica lo
studio dell’equazione di Schrodinger per tre barioni interagenti in un mezzo
nucleare e il calcolo della funzione d’onda ad essi associata mediante l’e-
quazione di Bethe-Faddeev, l’analogo dell’equazione di Bethe-Goldstone per
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Figura 2.19: Energia per barione della materia nucleare simmetrica ricavata
con il potenziale AV18. Le linee continue si riferiscono all’approssimazione
di BHF rispettivamente nella gap choice (BHF-G) e nella continuous choice
(BHF-C). I quadrati e i cerchi si riferiscono agli stessi risultati comprensivi
dei contributi di tre linee di buca. Questa Figura e´ tratta dalla referenza
[40].
un sistema di tre corpi. Diversi lavori hanno valutato in questo modo i
contributi dello sviluppo provenienti dai restanti termini relativi a tre li-
nee di buca. ([28], [40]). In ogni caso e´ possibile cancellare parte di essi
operando ancora sul potenziale di singola particella estendendo la scelta di
Brueckner-Hartree-Fock a momenti che si trovano al di sopra del mare di
Fermi, k > kF . Indicando con ka un generico momento al di sopra del mare
di Fermi (ka > kF ), il porre U(ka) = 0 in letteratura e´ indicata come gap
choice mentre U(ka) = UBHF (ka) continuous choice.
Detto cio´ dunque se consideriamo soltanto i contributi relativi a due bu-
che indipendenti e scegliamo il potenziale di Brueckner-Hartree-Fock, possia-
mo scrivere l’approssimazione di Brueckner-Hartree-Fock (BHF) dello
sviluppo BBG per l’energia di un sistema fermionico
EBHF ≡ E0 +D1 +D2 . (2.53)
In Figura 2.19 riportiamo i risultati della referenza [40] in cui si puo´ notare che
la continuous choice per il potenziale U in approssimazione di BHF risulta
un’ottima scelta in quanto l’energia per barione corrispondente si discosta
poco da quella ottenuta tenendo conto dei contributi relativi a tre linee di
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buca (cerchi). Riscriviamo i termini della (2.53) aiutandoci con le Figure 2.14
e 2.15 e tenendo presenti le regole per il calcolo del fattore moltiplicativo da
accompagnare ad ogni termine dello sviluppo. Scriviamo che
E0 = T + U
D1 = −U perche´ (h = 1)+(l = 1)+(e = 0)+(u = 1) = 1 → (−1)3 = −1
D2 =
1
2
∑
ij<A
〈αiαj|G(ω = Ei +Ej)|αiαj〉 − 1
2
∑
ij<A
〈αiαj|G(ω = Ei +Ej)|αjαi〉
valendo per il primo termine D2 (h = 2) + (l = 2) + (e = 0) + (u = 0) →
(−1)4 = 1 e per il secondo (h = 2)+(l = 1)+(e = 0)+(u = 0) → (−1)3 =
−1. La forma definitiva dell’approssimazione di Brueckner-Hartree-Fock e´
dunque
EBHF ≡
∑
i≤A
〈αi|T |αi〉+ 1
2
Re
∑
i,j≤A
〈αiαj|G(ω = Ei + Ej)|αiαj〉A . (2.54)
in cui e´ messa in evidenza la parte reale della matrice G essendo essa una
quantita´ complessa, a differenza dell’energia che ovviamente e´ reale.
2.5 Matrice G e Potenziale UBHF
In quest’ultimo paragrafo illustriamo gli strumenti matematici necessari a
risolvere autoconsistentemente la matrice G e il potenziale di Brueckner-
Hartree-Fock in approssimazione di BHF . Non ci soffermeremo dettagliata-
mente su tutti gli sviluppi matematici; parte di essi saranno omessi. Per tale
ragione consigliamo ad integrazione la consultazione delle referenze specifiche
([1], [10]).
Risolviamo l’equazione di Bethe-Goldstone nella base delle onde parziali
per descrivere lo scattering di una coppia di barioni
B1B2 → B3B4 .
A tale proposito abbiamo due opzioni, proiettare la nostra soluzione sulla
base ’disaccoppiata’
|(BiBj)kisiσitiτi,kjsjσjtjτj〉 , (2.55)
in cui indichiamo con ki il momento del barione i-esimo calcolato nel sistema
del laboratorio, si, ti e σi, τi rispettivamente spin ed isospin con le relative
2.5. MATRICE G E POTENZIALE UBHF 37
terze componenti, oppure, come si e´ scelto di fare in questo lavoro, sulla base
’accoppiata’ degli isospin
|(BiBj)KkLSJMTMT 〉 . (2.56)
In realta´ e´ possibile ancora un’ulteriore proiezione su una diversa base accop-
piata negli impulsi, quella in cui ogni canale di reazione e´ contraddistinto dal
numero di stranezza S e dalla carica elettrica totale q della coppia barionica,
piuttosto che da S, T,MT . Si chiama base delle particelle o base fisica e si
scrive cos´ı
|(BiBj)KkLSJMq〉 . (2.57)
Nella discussione che segue abbiamo scelto la descrizione nella base degli
isospin. Per essa, sempre nel sistema di riferimento del laboratorio, definiamo
per ogni coppia il momento totale K e quello relativo k nel seguente modo
K = ki + kj (2.58)
k =
Mjki −Mikj
Mi +Mj
(2.59)
L il momento angolare orbitale totale, S, T , J rispettivamente lo spin, l’i-
sospin ed il momento angolare totali con le relative terze componenti MT
e M relative alle ultime due grandezze. Mediante i coefficienti di Clebsh-
Gordan ([1]) e´ possibile trasformare tutti gli elementi di matrice degli ope-
ratori dell’equazione di Bethe -Goldstone da una base all’altra. Per le pro-
prieta´ dell’interazione barione-barione il potenziale V nella base ’accoppiata’
si scrive
〈(B3B4)K′k′L′S ′J ′M ′T ′M ′T |V |(B1B2)KkLSJMTMT 〉 = δKK′δJJ ′δMM ′
× δTT ′δMTM ′T 〈(B3B4)Kk
′
L
′
S
′
JMTMT |V |(B1B2)KkLSJMTMT 〉 .
(2.60)
Si definisce il propagatore fermionico Q
E(ω)
mediante l’operatore di Pauli
Q e il denominatore energetico E(ω). Esso risulta diagonale nella base
’disaccoppiata’:
〈(B1B2)k1s1σ1t1τ1,k2s2σ2t2τ2| Q
E(ω)
|(B1B2)k1s1σ1t1τ1,k2s2σ2t2τ2〉 =
AB1B2(k1,k2) =
θ(|k1| − kFB1 )θ(|k2| − kFB2 )
ω − ~2k21
2M1
− ~2k22
2M2
− UB1(|k1|)− UB2(|k2|)
. (2.61)
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Se pero´ lo scriviamo in termini della seconda base non lo e´ piu´. Usando i
coefficienti di Clebsh-Gordan si ottiene
〈(B1B2)KkL′SJ ′MT ′MT | Q
E(ω)
|(B1B2)KkLSJMTMT 〉 =∑
τ1τ2
(t1t2τ1τ2|TMT )(t1t2τ1τ2|T ′MT )
×
∑
MLMS
(LSMLMS|JM)(L′SMLMS|J ′M)
∫
dkˆY ∗
L′ML
(kˆ)PB1B2(K,k)YLML(kˆ) ,
(2.62)
dove gli elementi tra parentesi tonde sono appunto i coefficienti di Clebsch-
Gordan, YLML(kˆ) l’armonica sferica corrispondente al un momento orbitale
L ed alla sua proiezione ML ed infine PB1B2(K,k) = AB1B2(k1,k2) scritto
in funzione delle relazioni di trasformazione (2.58) e (2.59). Se indichiamo
con θ l’angolo formato dai vettori K e k, il problema puo´ essere semplificato
mediando ogni elemento di matrice in dθ sull’intero intervallo [0, pi]. In par-
ticolare il propagatore fermionico Q
E(ω)
ritorna ad essere diagonale nella base
’accoppiata’. Prima di mostrarne la forma analitica, anticipiamo mediante
la seguente espressione i benefici di tale operazione
〈(B1B2)KkLSJMTMT | Q
E(ω)
|(B1B2)KkLSJMTMT 〉 = PB1B2(K, k)
(2.63)
che a sua volta permette di semplificare l’espressione per la matrice G
〈(B3B4)Kk′L′S ′JMTMT |G(ω)|(B1B2)KkLSJMTMT 〉 =
〈(B3B4)Kk′L′S ′JMTMT |V |(B1B2)KkLSJMTMT 〉+∑
B5B6
∑
L
′′
S
′′
∫
dk
′′
k
′′2
(2pi)3
〈(B3B4)Kk′L′S ′JMTMT |V |(B5B6)Kk′′L′′S ′′JMTMT 〉
×PB5B6(K, k
′′
)〈(B5B6)Kk′′L′′S ′′JMTMT |G(ω)|(B1B2)KkLSJMTMT 〉 .
(2.64)
Vediamo meglio. L’operatore di Pauli vale 1 soltanto se i momenti dei due
barioni si trovano contemporaneamente al di sopra dei rispettivi mari di Fer-
mi. Altrimenti e´ identicamente pari a 0. Nella base ’accoppiata’, a fissati K
e k, cio´ si traduce in una relazione riguardante θ
cos θ1 ≡
k2FB1
− α2K2 − k2
2αKk
≤ cos θ ≤
β2K2 + k2 − k2FB2
2βKk
≡ cos θ2 . (2.65)
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A questo punto possiamo scrivere l’espressione dell’operatore di Pauli medio
QB1B2(K, k) ≡
1
2
∫ cos θ2
cos θ1
d(cos θ) =
1
2
(cos θ2 − cos θ1) =
=
αβK2 + k2 − αk2FB2 − βk
2
FB1
4αβKk
. (2.66)
in cui usiamo le definizioni per α e β
α ≡ M1
M1 +M2
(2.67)
β ≡ M2
M1 +M2
(2.68)
Per completare l’espressione del propagatore ci serve quella del denominatore
energetico E(ω), nel caso in cui gli elementi della matrice G(ω) siano sempre
calcolati on energy shell
E(ω) = ω − ~
2K2
2M
− ~
2k2
2µ
− UB1(|αK+ k|)− UB2(|βK− k|) (2.69)
con M = MB1 +MB2 e µ = MB1MB2/(MB1 +MB2). Mediando ancora una
volta in dθ, otteniamo anche per esso un’espressione indipendente dall’angolo
E(ω) = ω − ~
2K2
2M
− ~
2k2
2µ
− UB1(|αK+ k|)− UB2(|βK− k|) (2.70)
in cui
|αK+ k| ≡ (α2K2 + k2 + 2αKkcos θ)1/2 (2.71)
|βK− k| ≡ (β2K2 + k2 − 2βKkcos θ)1/2 (2.72)
La media e´ definita nel seguente modo
cos θ ≡
√
〈cos2 θ〉 . (2.73)
Abbiamo cos´ı a nostra disposizione un’espressione per GB1B2→B3B4 che per le
proprieta´ specifiche degli operatori mediante i quali e´ definita, soprattutto il
potenziale interbarionico V , si identifica con un canale di fissato isospin tota-
le T , proiezione dell’isospin totale MT e di stranezza totale S. In Appendice
sono riportati in maniera completa tutte le possibili combinazioni dei canali
accoppiati.
Indirizziamo a questo punto la nostra attenzione all’espressione riguar-
dante il potenziale di Brueckner-Hartree-Fock nella base ’accoppiata’. Par-
tendo dalla definizione (2.51), l’espressione completa del potenziale a cui e´
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soggetta la specie barionica B1 in un mare di barioni della specie B2 nella
base ’disaccoppiata’
U
(B2)
B1
(k1) = Re
∑
B2
θ(kFB2 − |k2|)
× [〈(B1B2)k1s1σ1t1τ1,k2s2σ2t2τ2|G|〈(B1B2)k1s1σ1t1τ1,k2s2σ2t2τ2〉]
− [〈(B1B2)k1s1σ1t1τ1,k2s2σ2t2τ2|G|〈(B1B2)k2s2σ2t2τ2,k1s1σ1t1τ1〉] .
(2.74)
dove la somma e´ da intendersi su tutti i numeri quantici riguardanti la spe-
cie barionica B2. Omessi i numerosi stadi dello svolgimento che e´ necessa-
rio affrontare per ottenerla, riportiamo la forma completa del potenziale di
Brueckner-Hartree-Fock nella base ’accoppiata’ degli isospin:
U
(B2)
B1
=
(1 + ξB1)
3
2s1 + 1
∑
J,L,S,T,MT
(2J + 1)
[
1− (−1)L+S+T−s1−s2−t1−t2]×
× (t1t2τ1τ2|TMT )2
∫ kmax
0
k2dkf(k, kB1)×
×Re〈(B1B2)KkLSJMTMT |G|(B1B2)KkLSJMTMT 〉 . (2.75)
Nella (2.75) abbiamo introdotto diverse grandezze. Esaminiamole veloce-
mente. Una semplice ridefinizione di quantita´ utilizzate precedentemente e´
ξB1 ≡ β/α = M2/M1. kmax e la funzione f(k, kB1) sono direttamente legate
alla definizione (2.51). La sommatoria sui momenti delle particelle di buca
kFB2∑
k2
→
∫ kFB2
0
d3k2 = 2pi(1 + ξB1)
3
∫ kmax
0
k2dk
∫
d(cosϑ) (2.76)
e´ effettuata soltanto per quei valori di k2 che si trovano al di sotto del mare
di Fermi kFB2 . In piu´ indicando questa volta con ϑ l’angolo compreso tra
i vettori kB1 e k ed effettuando la media in dϑ, si ottengono le seguenti
quantita´ a kB1 e k fissati
kmax =
kFB2 + ξB1kB1
1 + ξB1
(2.77)
f(k, kB1) ≡
1
2
∫ 1
−1
d(cosϑ) = (2.78)
=

1 se k ≤ kFB2−ξB1kB1
1+ξB1
0 se |ξB1kB1 − (1 + ξB1)k| > kFB2
k2FB2
−[ξB1kB1−(1+ξB1)k]
2
4ξB1 (1+ξB1 )kB1k
In tutti gli altri casi
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Nella definizione di U
(B2)
B1
ci sono altre due quantita´ che vengono mediate
sull’angolo ϑ questa volta, il momento totale K e kB2 . Le medie delle due
quantita´ corrispondono alle seguenti espressioni
K2(k, kB1) =
∫
K2(kB1 , k, cosϑ)d(cosϑ)∫
d(cosϑ)
(2.79)
k2B2(k, kB1) =
∫
k2B2(kB1 , k, cosϑ)d(cosϑ)∫
d(cosϑ)
(2.80)
in cui inseriamo le definizioni di k2B2(kB1 , k, cosϑ) = 1/α
2(β2k2B1 + k
2 −
2βkB1k cosϑ) e di K
2(kB1 , k, cosϑ) = 1/α
2(k2B1+k
2−2kB1k cosϑ). La (2.80)
si rende necessaria nella valutazione numerica della starting energy della ma-
trice G(ω = E1(kB1) + E2(kB2)), da calcolarsi, come gia´ detto, on energy
shell.
Abbiamo dunque tutti gli strumenti necessari per scrivere l’espressione
del potenziale di singola particella generato dalla popolazione Bj e sentito
dal barione Bi. Effettuiamo la somma su tutte le N specie (j = 1, .., N)
presenti in concentrazioni xBj 6= 0
UBi(k) ≡
∑
Bj
U
(Bj)
Bi
(k) . (2.81)
Le corrispondenti densita´ i-esime si definiscono mediante i momenti di Fermi
ρBi =
k3FBi
3pi2
≡ xBiρ (2.82)
valendo le relazioni∑
i
ρBi = ρ ⇐⇒
∑
i
xBi = 1 . (2.83)
L’espressione non relativistica dell’energia di singola particella e´ dunque
EBi(k) =
~2k2
2MBi
+ UBi(k) +MBic
2 (2.84)
necessaria per valutare il denominatore energetico e la starting energy nella
matrice G(ω). Si arriva infine a scrivere la quantita´ che risulta essenziale
per questo lavoro. Riportiamo di seguito la densita´ dell’energia per barione
([ε] = erg · cm−3), che in approssimazione di BHF si scrive
ε = 2
∑
Bi
∫ kFBi
0
d3k
(2pi)3
(
~2k2
2MBi
+
1
2
UBi(k)
)
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da cui a sua volta si definisce l’energia di legame per barione
E
A
≡ T
A
+
V
A
=
ε
ρ
(2.85)
in cui indichiamo i contributi cinetico e potenziale per barione rispettiva-
mente con T/A e con V/A. In tal quello che abbiamo ottenuto, in appros-
simazione di BHF , e´ l’espressione E
A
= f(ρ, xBi). Usando un codice scritto
in Fortran77 siamo in grado di ricavare per via numerica tutte le grandezze
necessarie per studiare a fondo le peculiarita´ della materia iperonica.
Capitolo 3
Materia nucleonica.
In questo capitolo riportiamo alcuni risultati riguardanti la materia nucleare
puramente nucleonica (ρY = 0) per verificare quanto il metodo di BHF sia
efficace nel riprodurre alcune caratteristiche note della materia nucleare.
Prima di cominciare definiamo le grandezze che useremo sia in questo
che nel prossimo capitolo. La concentrazione della specie barionica Bi xBi e´
definita mediante la seguente
xBi ≡
ρBi
ρ
con
∑
i
ρBi = ρ . (3.1)
In piu´ possiamo separare il contributo nucleonico da quello iperonico defi-
nendo due nuove densita´
ρN ≡ ρn + ρp e ρY ≡ ρΣ− + ρΛ (3.2)
in cui tra le popolazioni iperoniche abbiamo inserito soltanto le Λ e le Σ− per
il discorso che le altre particelle piu´ pesanti dell’ottetto J = 1/2 compaiono
a densita´ che non prendiamo in considerazione in questa tesi. Passando ai
parametri di asimmetria, definiamo
β ≡ ρn − ρp
ρN
Asimmetria nucleonica (3.3)
δ ≡ ρN − ρY
ρ
Asimmetria nucleoni-iperoni (3.4)
γ ≡ ρΣ− − ρΛ
ρY
Asimmetria iperonica . (3.5)
Dimensionalmente [ρ] = L−3.
43
44 CAPITOLO 3. MATERIA NUCLEONICA.
3.1 Risultati
Analizziamo i risultati di Figura 3.1. In essa abbiamo riportato i potenziali
di singola particella dei protoni e dei neutroni ad una densita´ molto prossima
a quella di saturazione empirica ρ = 0.17 fm−3 per tre parametri di asimme-
tria β differenti. Il conto miscroscopico e´ stato effettuato con il potenziale
AV 18 insieme al potenziale a tre corpi di Urbana UIX e alternativamente
con NSC97e. Possiamo notare per entrambi i casi un andamento generale
molto simile al variare di β (oppure di xp). Per materia nucleare simmetrica
(β = 0 ↔ xp = 0.5) su un intervallo di momenti k ∈ [0, 7] fm−1 i protoni
ed i neutroni sentono lo stesso potenziale di singola particella (per una stima
quantitativa abbiamo ottenuto che Up(k = 0) = Un(k = 0) ' −89 MeV con
AV18+UIX e Up(k = 0) = Un(k = 0) ' −87 MeV con NSC97e). All’au-
mentare della concentrazione dei neutroni a discapito di quella dei protoni
le due specie subiscono uno ’sparpagliamento’ opposto. Succede infatti che
i protoni risentano di maggiore attrazione rispetto ai neutroni, spingendo il
relativo potenziale Up verso valori piu´ negativi; ai neutroni succede esatta-
mente il contrario. Cio´ e´ legato alle differenti caratteristiche che mostrano
di avere le interazioni usate nel canale relativo ad isospin T = 1 ed in quello
relativo a T = 0. Dai risultati ottenuti entrambi i potenziali sembrano essere
attrattivi sia per T = 0 (di piu´) che T = 1 (di meno), soltanto che np, avendo
Tz = 0, riceve contributi da tutt’e due i canali mentre nn e pp, con Tz = ∓1,
soltanto da quello relativo a T = 1. Esaminiamo la dipendenza del potenziale
di singola particella dal parametro β da un altro punto di vista. In Figura
3.2 riportiamo i valori di Up e Un calcolati in k = 0 ad una densita´ pari a
ρ = 0.17 fm−3 con i due potenziali AV18+UIX e NSC97e. Si nota in entram-
bi i pannelli una disposizione quasi simmetrica e lineare dei potenziali Un e
Up rispetto al valore calcolato in β = 0 all’aumentare di β, un andamento a
’forbice ’. Come pero´ e´ facilmente riscontrabile dal grafico quest’andamento
e´ meglio realizzato per i parametri di asimmetria piu´ piccoli (β . 0.2). Tale
effetto potrebbe essere spiegato separando ogni termine del potenziale nelle
due componenti che contribuiscono a generarlo (vedi equazione (2.81))
Un = Unp + Unn = Gnp · ρp +Gnn · ρn (3.6)
Up = Upp + Upn = Gpp · ρp +Gpn · ρn (3.7)
in cui esplicitiamo la dipendenza dalla densita´ e da β introducendo i valori
medi delle matrici GNN ′ calcolati sulla sfera di Fermi del nucleone N
′ (k′ ≤
kFN′ )
GNN ′(k) ≡
∫ kFN′
0 [ GNN ′→NN ′(k, k
′) ]d3k′∫ kFN′
0 d
3k′
. (3.8)
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Figura 3.1: Potenziali di singola particella di neutroni (colonna di sinistra) e
di protoni (colonna di destra) ricavati con i potenziali di AV 18+UIX (prima
riga) e NSC97e (seconda riga). ρ = 0.17fm−3 e ρY = 0.
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Figura 3.2: Valori dei potenziali di singola particella UN(k = 0) relativi alla
densita´ ρ = 0.17 fm−3 in funzione di diversi parametri di asimmetria nu-
cleonica β. Nel pannello di sinistra riportiamo i valori microscopici calcolati
usando AV18+UIX ed in quello di sinistra quelli relativi a NSC97e.
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Usando le (3.2), (3.3) le precedenti si riscrivono
Un =
1
2
ρ(Gnn +Gnp) +
1
2
ρ(Gnn −Gnp)β (3.9)
Up =
1
2
ρ(Gpp +Gpn)− 1
2
ρ(Gpp −Gpn)β . (3.10)
Riprendendo il discorso affrontato poco fa riguardo all’azione del potenziale
nei diversi canali di isospin T , affiancamo alle precedenti equazioni le seguenti
uguaglianze
Gnn = Gpp ≡ G1 (3.11)
Gnp = Gpn ≡ G2 (3.12)
dal momento che le prime due quantita´ ricevono contributi soltanto dal canale
di isospin T = 1 mentre le seconde da entrambi T = 0, 1. Questa stessa
motivazione ovviamente implica che G1 6= G2. Possiamo dunque scrivere
l’espressione che giustifica l’andamento a ’forbice’ dei dati microscopici
Un =
1
2
ρ(G1 +G2) +
1
2
(G1 −G2)β (3.13)
Up =
1
2
ρ(G1 +G2)− 1
2
(G1 −G2)β . (3.14)
La linearita´ incomincia a perdersi per valori di β & 0.2 perche´ nelle (3.11),
(3.12) abbiamo trascurato la dipendenza delle matrici G dal parametro di
asimmetria, risultando non piu´ valide per alti valori di essa.
Per descrivere i canali NN possiamo optare per diverse soluzioni. Il tratto
che contraddistingue in primo luogo la scelta di diversi potenziali risiede
nella riproduzione del punto di saturazione empirico della materia nucleare
simmetrica [7]. Confrontiamo tra loro le equazioni di stato ottenute con i tre
potenziali AV18, AV18+UIX e NSC97e nella Figura 3.3 nel caso di materia
nucleonica simmetrica. In particolare i valori numerici che otteniamo in
corrispondenza di ciascuno di essi risultano
E
A
|0 ' −15.1 MeV a ρo ' 0.18 fm−3 AV18 + UIX (3.15)
E
A
|0 ' −17.3 MeV a ρo ' 0.25 fm−3 AV18 (3.16)
E
A
|0 ' −17.4 MeV a ρo ' 0.30 fm−3 NSC97 . (3.17)
Il migliore risultato per il punto di saturazione si ottiene sicuramente usando
il potenziale di Argonne e la forza a tre corpi di Urbana. NSC97e o AV18 da
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Figura 3.3: Confronto tra le energie di legame di singola particella per ma-
teria nucleare simmetrica (β = 0, xY = 0) ricavate con i potenziali AV18,
AV18+UIX e NSC97e. Il punto di saturazione empirico viene ben riprodotto
grazie alll’inclusione delle forze a tre corpi.
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Figura 3.4: Energia per nucleone ricavata con il potenziale AV 18 + UIX al
variare del parametro di asimmetria β.
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Figura 3.5: Energia di legame per nucleone ricavata con NSC97e.
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solo sono ben lontani dal riprodurne correttamente il valore empirico, con-
fermando la necessita´ di includere nel modello microscopico una forza a tre
corpi ([31]). L’inserimento di una qualsiasi forza a tre corpi nello schema di
BHF avviene riducendola ad una forza a due corpi effettiva, mediando sulla
posizione della terza particella. Maggiori dettagli riguardo alla procedura
utilizzata si trovano in [31] e soprattutto in [32]. In Figura 3.3 possiamo
apprezzare quanto l’inserimento del potenziale UIX migliori la situazione,
soprattutto per effetto di una ulteriore componente repulsiva che rende il
sistema globalmente meno legato.
In Figura 3.4 e in Figura 3.5 riportiamo i risultati ottenuti rispettiva-
mente con il potenziale AV18+ UIX e NSC97e dell’energia per nucleone in
funzione della densita´ e per tre diversi valori del parametro di asimmetria β.
In entrambi i casi possiamo apprezzare un andamento simile all’aumentare
della concentrazione dei neutroni. Al crescere di β le curve relative a E/A
si spostano verso valori maggiori a causa della diminuzione del potenziale
sentito dai barioni costituenti (V/A), conseguenza questa dell’aumento dei
canali relativi a T = 1 e per il contemporaneo aumento dell’energia cinetica
media (T/A), come abbiamo osservato dall’analisi dei risultati microscopici.
Per valori di β = 1 − 2xp ¿ 1 scriviamo uno sviluppo polinomiale
dell’energia di legame attorno al valore β = 0
E
A
(β, ρ) ' a0(ρ) + a2(ρ)β2 + a4(ρ)β4 + .... (3.18)
che riportiamo senza i termini corrispondenti alle potenze dispari di β. A
discutere di questa scelta torneremo nella conclusione del paragrafo. Nelle
Figure 3.6 e 3.7 fittiamo mediante il programma Xmgrace i risultati micro-
scopici a densita´ di saturazione ρ = 0.17 fm−3 con lo sviluppo polinomiale
troncato al termine β2. Abbiamo usato sia il potenziale AV18+ UIX che
NSC97e per tentare di evidenziarne eventuali differenze. A rigore la (3.18),
essendo uno sviluppo di Taylor attorno a β = 0, risulta una buona appros-
simazione per piccoli paremetri di asimmetria nucleonica. I soli valori usati
per elaborare il fit dunque sono quelli relativi a β = 0, 0.05, 0.1, 0.15, 0.2. No-
tiamo che l’andamento parabolico (lineare in β2) sembra funzionare bene fino
a β = 0.5 in entrambi i casi analizzati, per poi discostarsi piu´ marcatamen-
te dai dati microcopici al crescere dell’asimmetria nucleonica. Il coefficiente
a2(ρ) della (3.18) rappresenta l’energia di simmetria della materia nucleare,
che in generale e´ definita come
Esym(ρ) ≡ 1
2
∂2 [E/A(β, ρ)]
∂β2
|β=0 . (3.19)
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Figura 3.6: Fit parabolico per ricavare l’energia di simmetria con AV 18 +
UIX relativa a ρ = 0.17fm−3 e ρY = 0. I dati microscopici usati per ela-
borarlo sono relativi a β = 0, 0.05, 0.1, 0.15, 0.2. Il fit (y = a0 + a2x
2) ci da
a0 = −15.137 e a2 = 27.023.
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Figura 3.7: Fit parabolico per ricavare l’energia di simmetria con NSC97e
relativa a ρ = 0.17fm−3 e ρY = 0. I dati microscopici usati per elaborarlo
sono relativi a β = 0, 0.05, 0.1, 0.15, 0.2. Il fit (y = a0 + a1x + a2x
2) ci da
a0 = −15.86 e a2 = 25.802.
3.1. RISULTATI 53
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
ρ  [fm-3]
0
10
20
30
40
50
60
70
E S
ym
 
 
[M
eV
]
AV18 + UIX
NSC97e
Figura 3.8: Andamenti dell’energia di simmetria in funzione della den-
sita´ nei casi relativi all’uso dei ponziali AV18+UIX (quadratini) e NSC97e
(triangolini).
In riferimento alle Figure 3.6 e 3.7, il fit ci fornisce i valori di Esym alla densita´
di saturazione empirica (ρ = 0.17 fm−3)
EAV 18+UIXsym = 27.023 MeV , E
NSC97e
sym = 25.802 MeV (3.20)
che non si discostano di molto dal valore empirico Esym(ρ = 0.17 fm
−3) =
30±2 MeV. Nel caso in cui usiamo NSC97e osserviamo l’accordo minore tra
valore microscopico ed empirico. Questa discrepanza potrebbe essere legata
al fatto che con questo potenziale l’energia della materia simmetria satura ad
una densita´ ρ ' 0.3 fm−3, sensibilmente differente da quella empirica (Figu-
ra 3.5). A tal proposito riportiamo in Figura 3.8 gli andamenti dell’energia
di simmetria in funzione della densita´, ricavati microscopicamente, usando i
potenziali AV18+UIX e NSC97e. La relazione Esym = f(ρ) risulta cruciale
per lo studio della struttura delle stelle di neutroni per diverse ragioni. In
condizioni di β-stabilita´ infatti si trova che la concentrazione dei protoni xp
dipende dall’energia di simmetria ([7]) determinando in questo modo la com-
posizione della materia nucleare (anche la successiva comparsa degli iperoni
[9], [37]), dunque l’equazione di stato e durante la fase di raffreddamento
della stella il rate di emissione dei neutrini prodotti in processi deboli che in
letteratura sono noti come processi URCA diretti ([36]).
Concludiamo questo capitolo ritornando per un attimo allo sviluppo (3.18).
In esso mancano i termini relativi alle potenze dispari, β e β3, presupponen-
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Figura 3.9: Diversi fit per ricavare l’energia di simmetria con AV 18 + UIX
relativa a ρ = 0.17fm−3 e ρY = 0. I dati microscopici usati per il fit sono
relativi a β = 0, 0.05, 0.1, 0.15, 0.2. Il fit parabolico (y = a0 + a1x+ a2x
2) da
a0 = −15.102, a1 = −1.126 e a2 = 32.2. Il fit con un polinomio di quarto
grado (y = a0+a1x+a2x
2+a3x
3+a4x
4) invece da a0 = −15.103, a1 = −1.04,
a2 = 31, a3 = 4 e a4 = −2.01 · 10−11.
do l’uso di potenziali nucleari indipendenti dalla carica elettrica (charge-
independent potential). AV18 pero´ contiene in se tre termini di CIB (charge-
independence breaking) ([20]), che ci spingono a provare il fit, nel caso di
AV18+UIX e limitatamente al set di valori β = 0, 0.05, 0.1, 0.15, 0.2, con un
polinomio di secondo grado e con uno di quarto completi delle potenze di-
spari di β. La Figura 3.9 evidenzia che i termini dispari migliorano l’accordo
tra il fit e i dati microscopici soprattutto in corrispondenza di alti parame-
tri di asimmetria. Potrebbe essere questa una traccia proveniente proprio
dai termini che nel potenziale di Argonne rompono la simmetria di carica
elettrica.
Capitolo 4
Materia iperonica.
Incominciamo questo capitolo illustrando i potenziali di singola particella del-
le Σ− e delle Λ ricavati nel caso di materia puramente nucleonica (ρY = 0).
Focalizziamo l’attenzione sull’interazione NY mediante un confronto qualita-
tivo tra le azioni dei due modelli utilizzati, Julich e Nijmegen NSC97e ([22]),
per poi passare ad esaminare situazioni relative ad un contenuto arbitrario di
iperoni, ρY 6= 0. L’equazione di stato che abbiamo trovato risulta dalla com-
binazione AV18+UIX (canale NN) - Julich B (canale YN) - NSC97e (canale
YY). Abbiamo sottolineato soprattutto le differenze che scaturiscono dalle
due diverse scelte possibili nel canale NY del potenziale di Julich e quello di
NSC97e.
4.1 Risultati
Nelle Figure 4.1, 4.2 e 4.3 riportiamo i potenziali di singola particella relativi a
protoni, neutroni, Σ−, Λ nel caso di materia puramente nucleonica (ρY = 0),
a ρ = ρN = 0.17 fm
−3, rispettivamente per le tre combinazioni AV18+UIX +
Julich B, AV18+UIX + NSC97e e NSC97e di potenziali barione -barione nel
canale NY . Quando usiamo NSC97e nel canale NN consideriamo soltanto
forze a due corpi. Per ognuna di esse la nostra analisi parte dal pannello
di sinistra in cui riportiamo i risultati relativi al caso di materia nucleonica
simmetrica (β = 0), fino ad arrivare a quello di destra relativo al caso di
materia neutronica (β = 1). La differenza tra la Figura 4.1 e la Figura 4.2
e´ nella scelta dell’interazione NY . Usando il potenziale di Julich, su tutto
l’intervallo dei momenti esplorato, i Σ− risultano meno legati delle Λ rispetto
al caso in cui scegliamo NSC97e. Anzi assistiamo ad una vera e propria
inversione delle curve corrispondenti. Per quantificarne gli andamenti un’idea
potrebbe essere quella di confrontare tra loro i valori dei due potenziali in
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Figura 4.1: Potenziali barionici di singola particella relativi a ρ = 0.17 fm−3 e
ρY = 0 per diversi parametri di asimmetria nucleonici. Canale NN : AV 18+
UIX. Canale NY : Julich.
k = 0
UΣ− = −24.35 MeV UΛ = −55.58 MeV β = 0 Julich
UΣ− = −13.03 MeV UΛ = −9.72 MeV β = 0 NSC97e
UΣ− = −16.38 MeV UΛ = −55.86 MeV β = 0.5 Julich
UΣ− = −24.94 MeV UΛ = −8.87 MeV β = 0.5 NSC97e
UΣ− = −7.08 MeV UΛ = −56.7 MeV β = 1 Julich
UΣ− = −40.64 MeV UΛ = −2.51 MeV β = 1 NSC97e .
All’aumentare del parametro di asimmetria nucleonica β, dunque all’aumen-
tare dei neutroni, le Σ− risentono prograssivamente di minore attrazione
(piu´ attrazione) da parte del mezzo circostante usando il potenziale di Ju-
lich (NSC97e). I potenziali delle Λ rimangono sostanzialmente immutati
con Julich mentre sono leggermente spostati verso valori meno negativi con
NSC97e. Questo diverso comportamento puo´ essere spiegato alla luce delle
caratteristiche delle interazione barione-barione utilizzate nel modello. La
matrice G relativa al canale ΣN puo´ assumere valori dell’isospin totale pari
a T = TΣ + TN = 1/2 , 3/2. Scegliendo NSC97e l’interazione ha carattere
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Figura 4.2: Potenziali barionici di singola particella relativi a ρ = 0.17 fm−3 e
ρY = 0 per diversi parametri di asimmetria nucleonici. Canale NN : AV 18+
UIX. Canale NY : NSC97e.
0 1 2 3 4 5 6 7
k [fm-1]
-150
-100
-50
0
50
100
U
B
(k)
 [M
eV
]
NSC97e    ρ=0.17 fm-3
ρY=0      β=0
0 1 2 3 4 5 6 7
k [fm-1]
-150
-100
-50
0
50
100
NSC97e    ρ=0.17 fm-3
ρY=0      β=0.5
0 1 2 3 4 5 6 7
k [fm-1]
-150
-100
-50
0
50
100
n
p
Λ
Σ−
NSC97e   ρ=0.17 fm-3
ρY=0       β=1
Figura 4.3: Potenziali barionici di singola particella relativi a ρ = 0.17 fm−3 e
ρY = 0 per diversi parametri di asimmetria nucleonici. Canale NN : NSC97e.
Canale NY : NSC97e.
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repulsivo in T = 1/2, attrattivo in T = 3/2 ([1],[10]). L’interazione effettiva
Σ−p e´ sostanzialmente molto meno attrattiva di quella Σ−n dal momento che
a differenza di quest’ultima riceve contributi da entrambi i canali di isospin
totale (essendo Tz(Σ
−p) = −1/2). Σ−n invece soltanto da quello relativo a
T = 3/2 (Tz(Σ
−n) = −3/2). I canali Λn e Λp si comportano sostanzialmen-
te allo stesso modo essendo due proiezioni dell’unica combinazione di isospin
realizzabile in ΛN , per cui T = (TΛ = 0) + (TN = 1/2) = 1/2.
L’interazione di Julich mostra di avere caratteristiche differenti. Come
possiamo dedurre dalla Figure 4.4 e 4.5, le matrici GΣ−n, GΣ−p, GΛn e GΛp,
in termini di valor medio calcolato sull’intervallo k′ ∈ [0, kFBi ], mostrano di-
sposizioni reciproche diverse rispetto al caso in cui si usa NSC97e. Per inten-
derci, separiamo i potenziali di singola particella degli iperoni nei contributi
parziali derivanti dall’interazione con i neutroni e i protoni
UΣ− ≡ UΣ−n + UΣ−p (4.1)
UΛ ≡ UΛn + UΛp (4.2)
per i quali nell’approssimazione di BHF valgono le seguenti relazioni
UΣ−N(k) =
∫ kFN
0
[ GΣ−N→Σ−N(k, k′) ]d3k′ (4.3)
UΛN(k) =
∫ kFN
0
[ GΛN→ΛN(k, k′) ]d3k′ . (4.4)
Possiamo adesso esplicitare la dipendenza diretta da G nei potenziali UY N
mediando proprio la matrice G sulla sfera di Fermi con raggio k′ ≤ kFBi :
UΣ−N(k) = GΣ−N(k) · ρN (4.5)
UΛN(k) = GΛN(k) · ρN (4.6)
dove
GΣ−N(k) ≡
∫ kFN
0
[ GΣ−N→Σ−N(k, k′) ]d3k′∫ kFN
0
d3k′
(4.7)
GΛN(k) ≡
∫ kFN
0
[ GΛN→ΛN(k, k′) ]d3k′∫ kFN
0
d3k′
. (4.8)
Applicando la nostra analisi al caso di materia nucleonica simmetrica, ρn =
ρp, le differenze tra i contributi ai potenziali di singola particella degli iperoni
si possono direttamente legare a quelle tra le matrici G mediate. Per effetto
di questa osservazione dalla Figura 4.4 possiamo evincere che i canali Λn
4.1. RISULTATI 59
e Λp mostrano sostanzialmente lo stesso carattere attrattivo, molto piu´ di
quello Σ−p ed ancora piu´ di Σ−n. La gerarchia delle intensita´ e´ rispettata
all’aumentare della densita´ totale ( si veda il caso relativo a ρ = 0.34 fm−3 in
Figura 4.5 in cui l’intero scenario sembra spostarsi rigidamente verso valori
piu´ negativi). Dunque limitatamente al canale ΣN , quello relativo a T = 3/2
continua ad essere attrattivo ma meno di quanto lo sia invece l’altro relativo
a T = 1/2. Alcuni numeri riguardanti le componenti dei potenziali di Figura
4.4 e Figura 4.5 calcolate in k = 0
UΣ−n = −5 MeV UΣ−p = −24.8 MeV ρ = 0.225 fm−3
UΛn ' UΛp = −34 MeV ρ = 0.225 fm−3
UΣ−n = −6.2 MeV UΣ−p = −32.7 MeV ρ = 0.34 fm−3
UΛn ' UΛp = −45 MeV ρ = 0.34 fm−3 .
In definitiva con il potenziale di Julich il canale ΛN sembra essere molto piu´
attrattivo di quello ricavato con il potenziale NSC97e. Le due combinazioni
di isospin T = 1/2, 3/2 riguardanti il canale ΣN , a differenza di NSC97e
per il quale l’interazione in TΣN = 1/2 e´ repulsiva, sono entrambe di carat-
tere attrattivo. Non possiamo mancare di commentare un’ultima differenza
che risalta dal confronto tra la Figura 4.1 e la Figura 4.2. All’aumentare
del contenuto di neutroni (spostandoci dunque dal pannello di sinistra verso
quello di destra) il potenziale delle Λ con NSC97e si avvicina progressivamen-
te verso valori meno negativi, passando, in k = 0, da −9.72 MeV a −2.51
MeV; rimane sostanzialmente inalterato con Julich. Questo fatto potrebbe
risultare poco chiaro ed in contraddizione con quanto detto riguardo alla so-
stanziale equivalenza delle interazioni Λn e Λp. In realta´, aumentando la
densita´ dei neutroni, aumenta di conseguenza kFn e dunque anche la gamma
dei momenti relativi (2.77) esplorato dalla la matrice GΛ nella (2.75) a fissato
kΛ. Potremmo spiegarlo dicendo che GΛn mostra di essere meno attrattiva
in corrispondenza di momenti relativi piu´ alti usando il potenziale NSC97e
([1],[10]) rimanendo sostanzialmente indipendente da esso usando il poten-
ziale di Julich.
Inseriamo a questo punto nel mezzo nucleare una quantita´ non nulla di
iperoni, ρY 6= 0. La nostra analisi adesso comprende anche gli effetti dell’inte-
razione Y Y che, come gia´ anticipato, viene introdotta nel modello attraverso
il potenziale NSC97e. In generale con l’ottetto barionico relativo a spin 1/2
possiamo realizzare in tutto tre canali di stranezza S = −2,−3,−4. Limi-
tando la scelta delle particelle ’strane’ alle Σ− e alle Λ, le interazioni Y Y
(Σ−Σ−, Σ−Λ, ΛΛ) riguarderanno soltanto il canale di stranezza S = −2. In
Figura 4.6 riportiamo i potenziali di singola particella delle quattro specie
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Figura 4.4: Contributi parziali ai potenziali di singola particella delle Λ
(pannello di sinistra) e delle Σ− (pannello di destra), usando i potenzia-
li AV18+UIX+Julich. I dati si riferiscono al caso di materia puramente
nucleonica (xY = 0) simmetrica (β = 0) a ρ = 0.225 fm
−3.
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Figura 4.5: Lo stesso che in Figura 4.4 relativo a ρ = 0.34 fm−3.
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barioniche n, p, Σ− e Λ per una densita´ barionica ρ = 0.34 fm−3 e con una
concentrazione di iperoni xY = 0.1. Notiamo immediatamente nei pannelli di
destra, relativi a materia nucleonica simmetrica, che i protoni risultano piu´
legati dei neutroni in entrambi i casi relativi a xΛ = 0 (in alto) e xΛ = 0.33xY
(in basso). Si rompe cos´ı la simmetria dei potenziali di singola particella dei
neutroni e dei protoni in un mezzo nucleonico simmetrico, in particolare si
ottiene in k = 0 che
Un = −114.1 MeV Up = −118.6 MeV xΛ = 0
Un = −117 MeV Up = −120 MeV xΛ = 0.33xY .
Cio´ e´ dovuto alla presenza delle Σ− che agiscono attraverso l’interazione
Σ−p la quale riceve contributi attrattivi dai due canali realizzabili relativi
a TΣN = 1/2 e TΣN = 3/2. Tutto cio´ rende il potenziale dei protoni piu´
negativo di quello dei neutroni, limitati ad interagire soltanto nel canale
TΣN = 3/2. Nel pannello in basso la sostituzione del 33  di coppie Σ−n e Σ−p
con Λn e Λp rende l’asimmetria tra i due potenziali un po’ meno accentuata
per effetto della medesima azione che le Λ esercitano indistintamente sui
nucleoni. All’aumentare dell’asimmetria nucleonica (pannelli di sinistra), le
differenze tra Un ed Up tendono ad acuirsi per effetto della diminuzione in Up
di coppie meno attrattive pp (TNN = 1) in favore di quelle piu´ attrattive np
(TNN = 0, 1) e viceversa in Un per la sostituzione di coppie piu´ attrattive np
(TNN = 0, 1) in favore di quelle meno nn (T = 1). Il potenziale UΣ− diventa
meno negativo per effetto della sostituzione di coppie Σ−p in favore di altre
Σ−n, meno attrattive. Per xΛ = 0 in k = 0
UΣ− = −56.1 MeV β = 0
UΣ− = −43.2 MeV β = 0.5 ,
mentre UΛ si mantiene sostanzialmente inalterato. Mantenendo fisso β = 0.5
e sostituendo 1/3 delle Σ− con l’equivalente di Λ (xΛ = 0.33xY ) otteniamo
per i potenziali in k = 0 (in basso a sinistra)
Un = −93.3 MeV Up = −136.8 MeV
UΣ = −41 MeV UΛ = −89.9 MeV .
L’aumento delle Λ introduce nel mezzo nucleare le interazioni Λn e Λp, piu´
attrattive di Σ−n e Σ−p determinando valori di Un ed Up piu´ negativi. I
potenziali delle due specie iperoniche al contrario tendono a valori meno ne-
gativi. Per capire quanto l’interazione Y Y pesi sui risultati di Figura 4.6,
analizziamo quelli di Figura 4.7, relativi ai contributi parziali ai potenziali
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Figura 4.6: AV18+UIX + Julich B + NSC97e, ρ = 0.34 fm−3 e xY = 0.1.
I risultati della colonna di destra sono relativi al caso di materia nucleonica
simmetrica, quella di sinistra ad un maggior numero di neutroni (β = 0.5).
Nel pannello superiore il contributo iperonico alla materia nucleare e´ soltanto
dovuto alle Σ−, in quello inferiore c’e’ traccia di Λ (xΛ = 0.33xY ).
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Figura 4.7: Gli stessi parametri della Figura 4.6. I diversi contributi ai
potenziali di singola particella delle Σ− (in alto) e delle Λ (in basso).
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Figura 4.8: Equazioni di stato per la combinazione AV18+UIX + Julich B +
NSC97e per diverse concentrazioni di iperoni identificate con diversi tratti di
linea. Nel pannello superiore riportiamo il caso relativo a materia iperonica
composta esclusivamente da Λ (xΣ− = 0), in quello inferiore esclusivamente
da Σ− (xΛ = 0). Nella colonna di destra i risultati sono relativi al contributo
nucleonico simmetrico (β = 0), in quello di sinistra al caso con una maggior
concentrazione di neutroni (β = 0.5).
di singola particella UΛ e UΣ− . Nel pannello superiore riportiamo UΣ−Bi per
materia nucleonica simmetrica (destra) ed asimmetrica (sinistra). In basso,
con le medesime disposizioni, UΛBi . Le Λ sono fissate a xΛ = 0.033. Par-
tendo dalla materia nucleonica simmetrica ritroviamo un risultato anticipato
in precedenza. Nella scomposizione di UΣ− ritorna quanto il contributo del-
l’interazione Σ−p pesi piu´ negativamente di quella Σ−n (le concentrazioni di
protoni e neutroni sono identiche, xp = xn = 0.45). In aggiunta, analizzando
il peso dei canali Y Y , ritroviamo risultati presentati in altri lavori ([1], [10])
riguardo all’azione del potenziale NSC97e. Per quanto riguarda UΛ non pos-
siamo sottrarci dall’evidenziare ancora una volta il medesimo contributo che
i neutroni e i protoni offrono in condizioni di simmetria ( in basso a destra si
ha che in k = 0 UΛn ' UΛp = −42 MeV). Aumentando la concentrazioni dei
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neutroni, come previsto, si vede immediatamente in che misura le interazioni
Σ−N pesino nel rendere le Σ− meno attratte al passaggio da materia nucleo-
nica simmetrica a quella asimmetrica. Si ottiene infatti per β = 0 → 0.5 in
k = 0 UΣ−n = −6 MeV → −8.5 MeV e UΣ−p = −29 MeV → −13 MeV.
I potenziali UY Y rimangono inalterati dopo il passaggio a materia nucleoni-
ca asimmetrica (UΣ−Σ− = −16 MeV, UΣ−Λ = −3 MeV, UΛΣ− = −6 MeV,
UΛΛ = −0.4 MeV). Nonostante gli iperoni in Figura 4.7 si presentino con
diverse concentrazioni, le informazioni precedenti, seguendo il procedimento
di confronto fin qui esposto, sono sufficienti per attestare quanto l’interazione
Σ−Σ− sia piu´ attrattiva di quella Σ−Λ ed ancor di piu´ di ΛΛ, che dunque
conferma di essere molto debole.
A questo punto abbiamo tutti gli strumenti necessari per passare ad ana-
lizzare diverse energie di legame per barione in funzione della densita´, rica-
vate mediante la combinazione delle interazioni AV18 + UIX + Julich B +
NSC97e. In Figura 4.8 riportiamo i risultati relativi a materia nucleonica
simmetrica nella colonna di destra, di quella asimmetrica (β = 0.5) invece
nella colonna di sinistra. Nel pannello superiore esaminiamo il caso in cui la
componente iperonica sia costituita soltanto da Λ (xΣ− = 0), in quello infe-
riore esclusivamenta da Σ− (xΛ = 0). In ogni grafico ci sono le curve relative
a diverse concentrazioni iperoniche (xY = 0, 0.1, 0.3). In generale ritroviamo
un andamento comune: la componente iperonica rende la materia barionica
piu´ legata rispetto al caso di soli nucleoni. L’energia di legame si compone
infatti della somma dei contributi cinetici di tutte le specie barioniche costi-
tuenti la materia al di sotto di ciascun mare di Fermi e dall’energia potenziale
calcolata in approssimazione di Brueckner-Hartree-Fock di ogni specie. Se da
una parte e´ vero che le mutue interazioni NY e Y Y sono generalmente me-
no attrattive di quelle NN , dall’altra invece la comparsa di nuove particelle
comporta una decisa diminuzione del contributo di energia cinetica. Questo
avviene perche´ gli iperoni, in un contesto di materia degenere, vengono col-
locati al di sotto del loro mare di Fermi in corrispondenza di momenti molto
piccoli (essendo presenti in piccole concentrazioni) abbassando in maniera
sensibile l’energia cinetica media del sistema. A cio´ si sovrappone l’effetto
legato al fatto che gli iperoni hanno masse maggiori dei nucleoni (Tabella
2.1).
Analizziamo il caso di materia nucleonica simmetrica. Per xY = 0.1 il
caso corrispondente a materia iperonica costituita di sole Λ ha una ener-
gia per barione piu´ negativa di quella invece corrispondente a xΛ = 0. Le
interazioni ΛN sono infatti piu´ attrattive di quelle ΣN , ed in piu´ la con-
centrazione di iperoni non e´ sufficientemente elvata da far si che i contributi
piu´ attrattivi provenienti dai canali Σ−Σ− risaltino su quelli piu´ deboli ΛΛ.
Questa dinamica incomincia a generare effetti evidenti soltanto aumentando
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Figura 4.9: Confronto tra equazioni di stato per diverse concentrazioni di
iperoni. Per entrambi β = 0.5 e xΛ = 0. Nella parte di destra VNY =
NSC97e, in quella di sinistra VNY = Julich B.
la concentrazione di iperoni fino a xY = 0.3 dove le due curve delle energie
mostrano minime differenze: la debolezza dei canali ΣN rispetto a quelli
ΛN viene sopperita in modo evidente dalla maggiore forza attattiva sentita
dalla materia nei canali Σ−Σ− piuttosto che nei piu´ deboli ΛΛ. A questa
densita´ di iperoni si puo´ pensare che all’abbassamento dell’energia nel caso
corrispondente a xΛ = 0 contribuisca anche la maggiore perdita di energia
cinetica dovuta alla maggiore massa delle Σ− rispetto a quella delle Λ.
Passando ad analizzare il caso relativo alla materia nucleonica asimme-
trica (β = 0.5) notiamo invece che se ci sono soltanto le Λ (in alto a sinistra)
si rileva un’energia per barione mediamente piu´ negativa rispetto al caso
relativo a xΛ = 0 (in basso a sinistra), in corrispondenza di entrambe le con-
centrazioni esaminate xY = 0.1 e xY = 0.3. Essendoci piu´ neutroni infatti,
nel pannello in basso, i canali ΣN sono per il 75 rappresentati da Σ−n, meno
attrattivi dei Σ−p; al contrario, come gia´ piu´ volte detto, i canali ΛN sono
piu´ attrattivi dei precedenti nella stessa misura. Cio´ fa si che ne´ l’aumento
dei canali attrattivi Σ−Σ−, ne´ la maggiore diminuzione di energia cinetica
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dovuta alla differenza di massa tra le due specie iperoniche a xY = 0.3 siano
sufficienti a far diminuire l’energia per barione relativa al caso xΛ = 0 verso
la curva dell’energia relativa a xΣ− = 0 (in alto a sinistra), come invece ab-
biamo visto succede nello scenario relativo a β = 0.
A margine di quest’analisi il risultato che ci preme evidenziare e´ che la
presenza degli iperoni abbassa sostanzialmente il valore dell’energia per ba-
rione della materia rispetto a quello relativo allo scenario nucleonico puro.
Senza addentrarci oltre, diciamo soltanto che a densita´ sufficientemente eleva-
te il potenziale chimico µn dei neutroni cresce al punto da rendere possibile il
decadimento degli elementi piu´ energetici (quelli prossimi al livello di Fermi)
in Λ attraverso processi deboli. Si genera in questo modo un mare di Fermi
con µn = µΛ di una nuova componente barionica che viene popolato a partire
dai livelli relativi agli impulsi piu´ bassi. Allo stesso modo possono comparire
le Σ− attraverso la e−+n→ Σ−+ νe non appena µΣ− = µn+ µe ([11], [37]).
Il carattere attrattivo dell’interazione nei canali NY e Y Y , come quella usa-
ta in questo lavoro, abbassano ulteriormente la curva E/A = E/A(ρ). Da
quest’ultima si ricava l’espressione per la pressione
P (ρ) = ρ2
∂(E/A)
∂ρ
(4.9)
che mostra un andamento analogo. Si dice cos´ı che l’equazione di stato
P = P (ρ) della materia iperonica e´ piu´ soft di quella della materia nucleo-
nica. O alternativamente che l’equazione di stato della materia nucleonica e´
piu´ stiff di quella iperonica. Diversi lavori hanno mostrato chiaramente che
ad equazioni di stato piu´ soft (stiff ) corrisponde un valore della massa mas-
sima sostenibile dalla struttura di una stella di neutroni piu´ piccolo (grande)
([11], [37])
Nel modello di BHF abbiamo gia´ in precedenza e piu´ volte mostrato quan-
to la scelta dell’interazione barione-barione sia una discriminante importante.
In Figura 4.9 le differenze tra le energie per barione legate a due diverse scel-
te nel canale NY del potenziale di Julich (a sinistra) e quello di NSC97e
(a destra) sono chiare. Si confrontano due scenari di materia nucleonica
asimmetrica (β = 0.5) relativa ad una concentrazione nulla di Λ (xΛ = 0).
Scegliendo il potenziale di Julich otteniamo un sistema meno legato rispet-
to all’altro, sostanzialmente per effetto del diverso carattere dell’interazione
Σ−n che e´ quella che gioca in questo contesto il ruolo predominante. Con
il potenziale di Julich infatti essa e´ molto meno attrattiva che con NSC97e.
Nonostante Σ−p sia repulsiva con NSC97e ed attrattiva con Julich, la ridotta
presenza dei protoni fa si che sia poco rilevante nel bilancio finale dell’energia
per barione.
Concludiamo con il confronto in Figura 4.10 tra le curve dell’energia per
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Figura 4.10: Confronto tra le energie per barione della materia di soli neutroni
(linea continua) e nel caso di materia iperonica relativa a β = 1, xY = 0.1 e
xΛ = 0.33 xY (linea tratteggiate)
barione relative alla materia di soli neutroni (β = 1 e xY = 0) ed a quella
iperonica contenente neutroni, Σ− e Λ (β = 1, xY = 0.1 e xΛ = 0.33xY ).
Si nota chiaramente un softening della curva inserendo nella materia una
concentrazione diversa da zero di iperoni. La diminuzione di E/A e´ legata
ancora una volta in larga parte a quella del contributo cinetico per barione
T/A ed in aggiunta ai nuovi canali attrattivi Σ−n e Λn che si presentano
nello scenario della materia iperonica. Nella Figura 4.11 si nota chiaramente
come alla diminuzione di E/A sull’intervallo di densita´ considerato si tradu-
ca in un softening della relativa equazione di stato P = P (ρ) (Figura 4.11).
Le curve della Figura 4.11 sono state ricavate usando la (4.9) mediante il
programma Xmgrace interpolando con una spline cubica i dati microscopi-
ci dell’energie per barione E/A e poi calcolando numericamente la derivata
∂(E/A)/∂ρ con il metodo delle differenze finite. Dalla Figura 4.11 si puo´
vedere ad esempio che a ρ = 0.5 fm−3 la diminuzione della pressione della
materia iperonica e´ pari a circa il 20 rispetto al corrispettivo valore della
materia di soli neutroni.
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Figura 4.11: Confronto tra le pressioni della materia in funzione della densita´
relative al caso di Figura 4.10.
Capitolo 5
Conclusioni
In questa tesi abbiamo studiato l’equazione di stato della materia iperonica
e analizzato le differenze salienti che si manifestano rispetto allo scenario nu-
cleonico puro nel contesto della teoria di Brueckner-Hartree-Fock. Abbiamo
dedicato il Capitolo 2 proprio alla descrizione della teoria di BHF partendo
dal modello a coppie indipendenti di Bethe-Goldstone passando attraverso
lo sviluppo di Brueckner-Bethe-Goldstone per un sistema di molti corpi.
Nel Capitolo 3 abbiamo ’testato’ il modello con l’intento di riprodurre
risultati riguardanti la materia nucleonica pura (ρY = 0). Sono stati usati
a tal proposito due diversi potenziali nucleone-nucleone, AV18+UIX, com-
prensivo del contributo a tre corpi di Urbana, e NSC97e. L’inclusione di
una interazione a tre corpi e´ necessaria per accordarsi al valore empirico del
punto di saturazione della materia nucleare simmetrica. Abbiamo ottenuto
l’energia di simmetria, per la quale si e´ trovato un andamento crescente con
la densita´, e l’energia per nucleone in corrispondenza di diversi parametri di
asimmetria β. Sia nel caso di AV18+UIX che in quello di NSC97e l’energia
di simmetria concorda abbastanza bene con il valore sperimentale alla satu-
razione (Esym = 30± 2 MeV). Combinando insieme i potenziali AV18+UIX
pero´ non e´ stato possibile effettuare calcoli oltre ρ = 0.6 fm−3, avendo riscon-
trato oltre questa soglia problemi di convergenza del codice utilizzato.
Nel Capitolo 4 abbiamo inserito nel modello gli iperoni Σ− e Λ. Dap-
prima e´ stato esaminato la scenario relativo a ρY = 0 al fine di stabilire,
mediante l’analisi dei potenziali di singola particella UΣ−(k) e UΛ(k), le dif-
ferenze piu´ evidenti sussistenti tra i potenziali NSC97e e JulichB nel canale
NY. Le Σ− sono piu´ attratte dai protoni che dai neutroni se VNY = Julich B,
diversamente da quanto accade nel caso relativo a VNY = NSC97e. A dif-
ferenza di quest’ultimo infatti, l’interazione ΣN con JulichB e´ attrattiva in
entrambi i canali di isospin relativi a T = 1/2, 3/2. E´ importante sapere co-
me gli iperoni interagiscono con l’ambiente esterno per stabilire la densita´ a
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cui essi compaiono in condizione di β-stabilita´, influenzando necessariamen-
te l’equazione di stato che ne consegue. Ad esempio, a maggiore attrazione
i modelli indicano la comparsa dei primi iperoni a densita´ piu´ basse ([9]).
Nello scenario relativo a xY = 0.1 abbiamo esaminato l’azione del potenzia-
le NSC97e nel canale YY mediante i contributi parziali UY Y (k) ritrovando
risultati analoghi a quelli presentati nei lavori di Vidana˜ ([1],[10]). In ogni
caso il risultato che piu´ ci preme sottolineare riguarda l’energia per barione in
funzione della densita´ e delle concentrazioni della specie barioniche, calcolata
usando la combinazione AV18+UIX per il canale NN e JulichB per quello
NY. Abbiamo trovato nel range di densita´ preso in esame che l’equazione di
stato della materia iperonica risulta sempre piu´ soft della materia nucleonica
pura. Questo fatto comporta delle notevoli ripercussioni nell’ambito dello
studio delle stelle di neutroni: la massa massima di una stella composta di
materia iperonica risulta dai modelli sempre piu´ piccola di quella di una stella
composta di soli nucleoni (MYMmax < M
NM
max ) ([11], [37]). D’altra parte misure
accurate di alcune stelle di neutroni forniscono masse maggiori di quelle che
invece risultano dai modelli che usano equazioni di stato di materia iperoni-
ca (MYMmax < M
obs
max). Ad esempio la massa della stella associata alla pulsar
PSR1913+16 dalle misure risulta essere MPSR1913+16 = (1.4411±0.0007)M¯
[42], con M¯ = 1.9889 × 1033 g la massa del Sole. In [37] invece si ottiene
una MYMmax = 1.22M¯ oppure in [11] M
YM
max = 1.34M¯. Le equazioni di stato
della materia iperonica che derivano dalla teoria microscopica di Brueckner-
Hartree-Fock si rivelano troppo ’soffici’ per poter riprodurre correttamente
le masse osservate di alcune stelle di neutroni. E´ dunque molto importante
riuscire ad elaborare un modello che concili la possibile presenza di barioni
strani in regime di alte densita´ con i dati osservativi delle masse delle stelle
di neutroni. Una migliore comprensione delle interazioni NY e Y Y o la pos-
sibile esistenza di forze repulsive a tre corpi coinvolgenti almeno un iperone
potrebbero in futuro fornire risposte utili per la soluzione di questo problema.
Appendice A
Appendice
Riportiamo in questa Appendice la struttura a canali accoppiati della matrice
G per i valori di stranezza S = 0,−1,−2,−3,−4 realizzabili con l’ottetto
barionico relativo a J = 1/2, prima nel caso in cui l’equazione di Bethe-
Goldstone si risolva nella base degli isospin |(B1B2)KkLSJMTMT 〉 e poi in
quella delle particelle |(B1B2)KkLSJMq〉.
A.1 Base degli isospin
Stranezza 0
T = 0, 1 (
GNN→NN
)
Stranezza −1
T = 1/2 (
GΛN→ΛN GΛN→ΣN
GΣN→ΛN GΣN→ΣN
)
T = 3/2 (
GΣN→ΣN
)
Stranezza −2
T = 0
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A.2. BASE DELLE PARTICELLE 73GΛΛ→ΛΛ GΛΛ→ΞN GΛΛ→ΣΣGΞN→ΛΛ GΞN→ΞN GΞN→ΣΣ
GΣΣ→ΛΛ GΣΣ→ΞN GΣΣ→ΣΣ

T = 1 GΞN→ΞN GΞN→ΛΣ GΞN→ΣΣGΛΣ→ΞN GΛΣ→ΛΣ GΛΣ→ΣΣ
GΣΣ→ΞN GΣΣ→ΛΣ GΣΣ→ΣΣ

T = 2 (
GΣΣ→ΣΣ
)
Stranezza −3
T = 1/2 (
GΛΞ→ΛΞ GΛΞ→ΣΞ
GΣΞ→ΛΞ GΣΞ→ΣΞ
)
T = 3/2 (
GΣΞ→ΣΞ
)
Stranezza −4
T = 0, 1 (
GΞΞ→ΞΞ
)
A.2 Base delle particelle
Stranezza 0
q = 0 (
Gnn→nn
)
q = 1 (
Gnp→np
)
q = 2 (
Gpp→pp
)
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Stranezza −1
q = −1 (
GΣ−n→Σ−n
)
q = 0  GΛn→Λn GΛn→Σ0n GΛn→Σ−pGΣ0n→Λn GΣ0n→Σ0n GΣ0n→Σ−p
GΣ−p→Λn GΣ−p→Σ0n GΣ−p→Σ−p

q = 1  GΛp→Λp GΛp→Σ+n GΛp→Σ0pGΣ+n→Λp GΣ+n→Σ+n GΣ+n→Σ0p
GΣ0p→Λp GΣ0p→Σ+n GΣ0p→Σ0p

q = 2 (
GΣ+p→Σ+p
)
Stranezza −2
q = −2 (
GΣ−Σ−→Σ−Σ−
)
q = −1  GΞ−n→Ξ−n GΞ−n→Σ−Λ GΞ−n→Σ−Σ0GΣ−Λ→Ξ−n GΣ−Λ→Σ−Λ GΣ−Λ→Σ−Σ0
GΣ−Σ0→Ξ−n GΣ−Σ0→Σ−Λ GΣ−Σ0→Σ−Σ0

q = 0
GΛΛ→ΛΛ GΛΛ→Ξ0n GΛΛ→Ξ−p GΛΛ→Σ0Λ GΛΛ→Σ0Σ0 GΛΛ→Σ−Σ+
GΞ0n→ΛΛ GΞ0n→Ξ0n GΞ0n→Ξ−p GΞ0n→Σ0Λ GΞ0n→Σ0Σ0 GΞ0n→Σ−Σ+
GΞ−p→ΛΛ GΞ−p→Ξ0n GΞ−p→Ξ−p GΞ−p→Σ0Λ GΞ−p→Σ0Σ0 GΞ−p→Σ−Σ+
GΣ0p→ΛΛ GΣ0p→Ξ0n GΣ0p→Ξ−p GΣ0p→Σ0Λ GΣ0p→Σ0Σ0 GΣ0p→Σ−Σ+
GΣ0Σ0→ΛΛ GΣ0Σ0→Ξ0n GΣ0Σ0→Ξ−p GΣ0Σ0→Σ0Λ GΣ0Σ0→Σ0Σ0 GΣ0Σ0→Σ−Σ+
GΣ−Σ+→ΛΛ GΣ−Σ+→Ξ0n GΣ−Σ+→Ξ−p GΣ−Σ+→Σ0Λ GΣ−Σ+→Σ0Σ0 GΣ−Σ+→Σ−Σ+

q = 1  GΞ0p→Ξ0p GΞ0p→Σ+Λ GΞ0p→Σ0Σ+GΣ+Λ→Ξ0p GΣ+Λ→Σ+Λ GΣ+Λ→Σ0Σ+
GΣ0Σ+→Ξ0p GΣ0Σ+→Σ+Λ GΣ0Σ+→Σ0Σ+

q = 2 (
GΣ+Σ+→Σ+Σ+
)
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Stranezza −3
q = −2 (
GΞ−Σ−→Ξ−Σ−
)
q = −1 GΞ−Λ→Ξ−Λ GΞ−Λ→Ξ0Σ− GΞ−Λ→Ξ−Σ0GΞ0Σ−→Ξ−Λ GΞ0Σ−→Ξ0Σ− GΞ0Σ−→Ξ−Σ0
GΞ−Σ0→Ξ−Λ GΞ−Σ0→Ξ0Σ− GΞ−Σ0→Ξ−Σ0

q = 0  GΞ0Λ→Ξ0Λ GΞ0Λ→Ξ0Σ0 GΞ0Λ→Ξ−Σ+GΞ0Σ0→Ξ0Λ GΞ0Σ0→Ξ0Σ0 GΞ0Σ0→Ξ−Σ+
GΞ−Σ+→Ξ0Λ GΞ−Σ+→Ξ0Σ0 GΞ−Σ+→Ξ−Σ+

q = 1 (
GΞ0Σ+→Ξ0Σ+
)
Stranezza −4
q = −2 (
GΞ−Ξ−→Ξ−Ξ−
)
q = −1 (
GΞ−Ξ0→Ξ−Ξ0
)
q = 0 (
GΞ0Ξ0→Ξ0Ξ0
)
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